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Pályaintegrál általános alakja Markov-folyamatokra

Tekintsünk egy x(t) Markov-folyamatot , amit az sztochasztikus
di�erenciálegyenlet határoz meg:

ẋ(t) = g(x(t)) + h(x(t))ξ(t), (1)

ahol ξ(t) Gauss folyamatok 0 várható értékkel. Korrelációs függvénye:

〈ξ(t)ξ(t ′)〉 = Nδ(t − t ′).

Feladatunk a p[x(t)] pályaintegrál konkrét, általános alakjának
meghatározása ebben az esetben.
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Pályaintegrál általános alakja Markov-folyamatokra

A pályaintegrál a kell®en kis id®felbontáshoz tartozó többdimenziós
valószín¶ségs¶r¶ség:

p[x(t)] = p(x(t1), x(t2), ..., x(tN)),

ahol tn = nε és ε elegend®en kicsi. A SDE diszkretizációja általános λ
paraméter esetén:

xt+1 = xt + εg(x̃) + εh(x̃)ξt = F (xt , xt+1, ξt), (2)

ahol

x̃ = λxt+1 + (1− λ)xt .
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Pályaintegrál általános alakja Markov-folyamatokra

Írjuk fel az átmeneti valószín¶séget :

P(xt+1|xt) =

〈
δ (xt+1 − F (xt , xt+1, ξt))

∣∣∣∣1− ∂

∂xt+1
F

∣∣∣∣〉 (3)

A Jacobi részletesebben:

∣∣∣∣1− ∂

∂xt+1
F

∣∣∣∣ ≈ exp

ελg
′(x̃) + ελh′(x̃)

(
ẋ − g

h

)
+
ε2λ2

2
h′2
(
ẋ − g

h

)2

︸ ︷︷ ︸
≈ ẋ2

h2

+...


(4)

Felhasználtuk:

ξ =

(
ẋ − g

h

)
és ln(1− εx) ≈ −εx − ε2x2

2
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Pályaintegrál általános alakja Markov-folyamatokra

ξt valószín¶ségs¶r¶sége:

1√
2πh2(x̃t)ε

e−
1
2 ( ẋ−g

h )2 1
ε . (5)

Ezekb®l a P(xN , ..., x1|x0)-on keresztül kihozhatjuk a végleges
pályaintegrált :

p[x(t)] =C · 1∏N
t=1 h(x̃t)

· exp

{
−1
2

∫
(λ)

(
ẋ − g

h

)2

dt

− λ
∫
(λ)

[
g ′ − h′

ẋ − g

h

]
dt −λ

2

2

∫
(λ)

h′2dt

} (6)
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Pályaintegrál általános alakja Markov-folyamatokra

Habár ennek örülünk, ki akarjuk ezt fejezni a Fokker-Planck egyenlet ben
szerepl®, közvetlenebb �zikai jelent®ség¶ együtthatókkal:

ṗ(x) = − ∂

∂x
[a(x)p(x)] +

1
2
∂2

∂x2
[b(x)p(x)] (7)

A korábbról ismert egyenletek egyszer¶sítése 1 dimenzióra:

g = a− λhh′ és b = Nh2

Ezeket, továbbá a λ = 1

2
, azaz Stratonovich-féle diszkretizálási

paramétert beírva a fenti alakba kapjuk:

p[x(t)] =C̃ · 1∏N
t=1 b

1/2(x̃t)
· exp

{
−1
2

∫
(S)

dt

×

[(
ẋ − a + 1

4
b′
)2

b
− a′ − 1

4
b′′ − 1

8
h′2
[
1
h2

dx2 − N

]]} (8)

Továbbá: limε→0

∑ f (x)
h2

∆x2 =
∫
f (x)Ndt.
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Többdimenziós általánosítás

Ha valaki élvezi ezt, több dimenzióban, több ξ er® mellett is ki lehet
számolni. Ekkor az egyenlet a (már látott)

ẋα(t) = gα(x(t)) + hαk(x(t))ξk(t) (9)

alakú. Az együtthatók mátrixok lesznek. Levezetés nélkül (szintén
λ = 1

2
-re):

p[x(t)] =C̃ ·
N∏

n=1

det−1/2‖bαβ(x̃n)‖exp

{
−1
2

∫
(S)

dt

×
[
b−1αβ

(
ẋα − aα +

1
2
bαγ,γ

)(
ẋβ − aβ +

1
2
bβδ,δ

)
+ aα,α +

1
4
bαβ,αβ

]
−1
8

∫
(S)

hαi,βhβj,α[h−1iγ h−1jδ dxγ dxδ − Nijdt]

}
,

(10)

ahol mα,β = ∂mα
∂xβ

.
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Pályaintegrál Gauss-folyamatokra

Most: új folyamat. SDE ugyanaz:

ẋα(t) = gα(x(t)) + hαk(x(t))ξk(t). (11)

ξ er®k itt is 0 középérték¶, Gauss eloszlású er®k, de megengedünk
általánosabb korrelációt :

〈ξi (t)ξj(t
′)〉 = rij(t, t

′) (12)

Levezetés általánosabb, hosszadalmas. A végeredmény illusztrálható.
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Pályaintegrál végs® alakja

p[x(t)] általános alakja Gauss folyamatok esetén:

p[x(t)] =C̃ ·
N∏

m=1

det−1‖[hαj(x̃m)]λ‖

× exp

[
−1
2

∫
(λ)

∫
(λ)

dtdt ′sij(t, t
′)

× [h−1iα (ẋα − gα(x))h−1jb (x ′)(ẋβ − gβ(x ′))]λ

− λ

∫
(λ)

dt[gα,α(x) + hαi,α(x)h−1iγ (x)(ẋγ − gγ(x))]

]
(13)

A következ®k mellett: x ′ = x(t ′), λ index az adott függvények megfelel®
λ szerinti kiértékelését jelzi.
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sij(t, t
′) megmagyarázása

Micsoda is ez az új tag: sij(t, t
′)?

∫ T

0

sij(t
′, t)vi (t)dt = uj(t

′)⇔
∫ T

0

rij(t
′, t)ui (t)dt ′ = vj(t)∀uj(t ′) (14)

sij az rij inverz magfüggvénye. Látható is, hogy Markov-esetben
visszaadja az x ′ = x formát.
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Transzformációs tulajdonságok

Megmutatható, hogy a x → y = y(x) változócserére a
valószín¶ségs¶r¶ség funkcionál "rendesen" transzformálódik :

p̄[y(t)] =
N∏

n=1

[
Dx(y)

Dy y=y(tn)

]
· p[x(y(t))], (15)

ahol Dx(y)
Dy y=y(tn)

a transzformáció Jacobija. (ξ nem változik a

transzformációra.)
Speciális eset : dyi = h−1iα dxα:

p[y(t)] =C · exp

{
−1
2

∫
(λ)

∫
(λ)

dtdt ′sij(t, t
′)[(ẏi − gi (y))

×(ẏj − gj(y))]− λ
∫
(λ)

dt gi,i (y)

} (16)
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A s¶r¶ségfunkcionál λ függése

Ha hαi független λ-tól, egyszer¶bb alak:

p[x(t)] =C · exp

{∫
(λ)

dt[b−1αβ (ẋα − gα)(ẋβ − gβ) + gα,α]

+(λ− 1
2

∫
(λ)

b−1αβgα,γ(dxβdxγ − bβγdt)

} (17)

Az utolsó tag itt is elt¶nik a limeszben.
Megyjegyzés : nem Markov-folyamatokra, ha elég korreláltak a ξ-k, az
egész p[x(t)] s¶r¶ségfunkcionál λ független lehet.
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Kérdések?
Köszönöm a �gyelmet! Forrás:

R. L. Stratonovich: Some Markov methods in the theory of
stochastic processes in nonlinear dynamic systems
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