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Palyaintegral altalanos alakja Markov-folyamatokra

Tekintsiink egy x(t) Markov-folyamatot , amit az sztochasztikus
differencialegyenlet hataroz meg:

x(t) = g(x(t)) + h(x(1))¢(2), (1)

ahol £(t) Gauss folyamatok 0 varhaté értékkel. Korrelaciés fiiggvénye:

(E()E(t) = No(t — t').

Feladatunk a p[x(t)] palyaintegral konkrét, altalanos alakjanak
meghatarozasa ebben az esetben.
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Palyaintegral altalanos alakja Markov-folyamatokra

A palyaintegral a kellen kis idéfelbontashoz tartozé tobbdimenziés
valdszindiségsiiriiség:

plx(t)] = p(x(t1), x(t2), ... x(tw)),

ahol t, = ne és ¢ elegendGen kicsi. A SDE diszkretizacidja altalanos A
paraméter esetén:

Xer1 = X¢ +£8(X) + eh(X)&: = F(xe, Xe11, &), (2)

ahol

)? = >\Xt+1 —+ (1 — A)Xt.
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Palyaintegral altalanos alakja Markov-folyamatokra

Irjuk fel az 4tmeneti valészintiséget :

P(xes1lxe) = <5(Xt+1 — F(xe, Xe41,&2)) '1 S F‘> (3)

A Jacobi részletesebben:

. 242 o 2
‘1 — F’ ~ exp ¢ eAg’(X) + AW (%) (X hg> + eA h? <X g) +...

Oxr11

Felhasznaltuk:
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Palyaintegral altalanos alakja Markov-folyamatokra

&; valoszin(iségsiiriisége:

1 e %(T)z

:. 5
27Th2()?t)5 ( )
Ezekbdl a P(xw, ..., x1|x0)-on keresztiil kihozhatjuk a végleges
palyaintegralt :
1 1 x—g\’
pIx(D)] =C - -exp{—/ (55%) @
[Tty (%) 2Jm\ h ©)

o f e [ e
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Palyaintegral altalanos alakja Markov-folyamatokra

Habar ennek oriiliink, ki akarjuk ezt fejezni a Fokker-Planck egyenlet ben
szerepls, kozvetlenebb fizikai jelent8ségii egyiitthatékkal:

2
) = - [a()p(] + 5 25 [B(x)p()] ™)

A korabbrdl ismert egyenletek egyszerfisitése 1 dimenziéra:

g=a—\hh' és b= Nk

Ezeket, tovabba a \ = % azaz Stratonovich-féle diszkretizalasi
paramétert beirva a fenti alakba kapjuk:

- 1 1
p[x(t)] =C - m - exp {—2 /(s)dt

% [(X 32_4 ) _a/_%b//_éhﬂ |:l;l‘2dx2_N:|

Tovabba: lim. 0> %sz = [ f(x)Ndt.
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Tobbdimenziés altalanositas

Ha valaki élvezi ezt, t6bb dimenziéban, t6bb £ er6 mellett is ki lehet
szamolni. Ekkor az egyenlet a (mar latott)

Xa(t) = ga(x(1)) + hak (x(1))Ek(t) (9)

alakl. Az egyiitthatok matrixok lesznek. Levezetés nélkiil (szintén
A= 1-re):

N
i 1
t)] =C - [ det™"/?||bus(Zn)lle —7/ de
plx(t)] ,,1;[1 1bas (%) llexp § =3 5
. 1 _ 1 1
X |bag (%o = 3a + 5bayy | (X8 — a3+ 5bsss | +aaa t S bapas

—% /( ) hai hgjo [l st dxy, dxs — N,-J-dt]} ,
(10)

omg,

8Xﬁ )

ahol My g =
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Palyaintegral Gauss-folyamatokra

Most: aj folyamat. SDE ugyanaz:

Xa(t) = ga(x(t)) + hak (x(1))Ek(1)- (11)

& erbk itt is O kozépértéki, Gauss eloszlasu er6k, de megengediink
altalanosabb korrelaciot :

(€i(0)&(t") = ry(t, t) (12)

Levezetés altalanosabb, hosszadalmas. A végeredmény illusztralhaté.
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Palyaintegral végsé alakja

p[x(t)] altalanos alakja Gauss folyamatok esetén:

plx(t)] =C- H det ™" [haj(%m )1l

X exp —f/ / dedt’s;(t, t')
)7 (13)

% T2 o — 80 () (55 — 25 ()]
_p / 48 (%) + hai o (OB (6) 5y — 5 ()]
(A)

A kovetkezék mellett: x” = x(t’), A index az adott fiiggvények megfelels
A szerinti kiértékelését jelzi.
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sij(t, t') megmagyarazasa

Micsoda is ez az 0j tag: s;(t,t')?

T T
/ si(t, t)vi(t)dt = u;(t') & / ri(t', )ui(t)dt’ = vi(t)Vu;(t') (14)
0 0

sij az ryj inverz magfiiggvénye. Lathaté is, hogy Markov-esetben
visszaadja az x’ = x format.
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Transzformacios tulajdonsagok

Megmutathat6, hogy a x — y = y(x) valtozdcserére a
valésziniiségsiiriiség funkcional "rendesen" transzformalédik :

T [Dx()
(=1 l D ] -plx(y ()], (15)
n=1 Y y=y(ta)
Dx(y) L " e
ahol Dy yey(t) a transzformaci6 Jacobija. (£ nem valtozik a

transzforméciéra.)
Specialis eset : dy; = h;'dx,:

ply(£)] =C - exp {—; [, ], dedesite i - g

< (75 — gi(y))] - A /wdtg,-,,-(y)}
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A siirtiségfunkcional \ fliggése

Ha h,; figgetlen A-tol, egyszer(ibb alak:

plx(t)] =C - exp {/(/\) dt[b;,ﬁl(xa — 8a)(%Xs — 88) + 8aal
(17)

1
+(A - 3 /()\) bgﬁlgarv(dxﬁdx'v - bﬁwdt)}

Az utolsé tag itt is eltiinik a limeszben.
Megyjegyzés : nem Markov-folyamatokra, ha elég korreldltak a &-k, az
egész p[x(t)] siirliségfunkcional \ fliggetlen lehet.
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Kérdések?

K8szoném a figyelmet! Forras:

[@ R. L. Stratonovich: Some Markov methods in the theory of
stochastic processes in nonlinear dynamic systems
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