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. Emlékeztetd =

Geometriai sokasagon gorbe

x'=x'(\) (1)
A gorbe érintéje ‘
i dX’

V= an (2)

Attérés vesszés koordinatakra

dx’! B X' dxd Ox'T

Vvie T 2y 3
d\ oxd dX OxJ (3)
Kontravarians vektorok )
i = 2y (4)
Oxd
Kovarians vektorok )
ox’
Ui = WUJ (5)
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. :

Emlékeztets @

Altalanositva: tenzor
Ox"" Ox" OxP Tim (6)
Ox! Oxm Ox'k P

1ij
T =

Nem transzformalédik: skalar (0. rendi tenzor). Skalar képezhetd
kontravarians és kovarians indexpar dsszeejtésébsl, pl. U'V;, T/, R}
Metrika: tavolsag a sokasagon (=geodetikus hossza)

Metrikus tenzor: g = gji

di? = gjj dx' dx’/ (M)
Kontravarians <-> kovarians: metrikus tenzor

GU =U  gil=U (8)

g*gui = 0}, (9)
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i%%i Emlékeztets @

b

Kovarians derivalt
.9V
ViVi= o5+ o vk (10)

Christoffel-szimbélum: T = F - nem tenzor!

i L (0g/k+8gj/ agjk)

jk:2

Oxi  Oxk  ox!

Gorbiiletet jellemzik: Riemann-tenzor, Ricci-tenzor, Ricci-skalar

oor oy, o
R'j = an Il S I e Kj (12)
oor ork _
Ry = R'ji = ax’ 8X’ im ] = Dm0 = Ry (13)
R = Rj = glejl (14)
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i%%i 3D metrikak

(2D) gémb = 3D euklideszi metrikaban meghatarozott feliilet

di? = dx® + dy? + dz? (15)
Pty 22 =4 (16)
Altalanositas: 3D gémb = 4D euklideszi metrikaban meghatarozott
"felilet":
di? = dx* + dy? + dz? + du? (17)
X2+ y? 4 22 4 u? = & (18)

Az a paraméterii 3D gomb "felszinén" y, 6, ¢ gdmbi koordinatak:
u=acosy z = asin x cos f (19)

y = asinysinfsinp x = asinysinfcos (20)
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i%%i 3D metrikak @

du = —asinydy
dz = acosycosf dy — asinxsinf do
dy = acos xsinfsinp dy + asin x cosfsin @ df + asin y sin 6 cos o dyp
dx = acos xsinf cospdy + asin x cosf cosp df — asin xsinfsinpde
A kovetkezé kijon, de nem vezetném le...
dI? = dx® + dy® + dz® + du® = &° (dX2 +sin® x (d02 +sin? 6 d<p2))
Kénnyen leolvashaté, hogy a metrikus tenzor diagonalis
2

&xx = 4 gop = a°sin’ gop = a°sin’xsin? 0 (21)

Mivel g; diagonélis: gXX = 1/gy, 8% = 1/g00, 8% = 1/gpy
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i%;@j 3D metrikak

Origé a gdmb barmely pontjan felvehets (y = 6 = ¢ = 0).
Ivelem hossza (df = dy = 0)

X
r:/d/:/ ady = ay (22)
Jo

r = ay sugara 2D gdmb felszine (dx = 0).
d/2 = 32 sin2 X(dGQ =+ sin2 09 d(p2) — r2(d92 + Sin2 9 d(,OZ)

S, = 4wa®sin? x = 4ma’sin?

L~

A teles 3D gémb térfogata

V3 = /Sz(r) dr = / 4ra’sin® yady = 272a°
. Jo
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i%%i 3D metrikak @

b

Christoffel-szimbélumok - egy kis szamolgatas

L1, (0sk | Ogi  Ogjk

i Lgn (08K | O O8jk 23

k2 (8XJ i oxk  Ox! (23)
Gy =35 gop=a’sin®X  gup = a’sin®xsin’0 (24)

1 og. og og 0
X — = gXx XX XX ZOXX ) —, %, =0, T%,=0
o 2g ( Oy + oy Dx 06 Pe

0 0
rgr,a - rée =Ty =Tex = ria - rgX =0

o _ 1 oo O8xx | _ e _ 1 oo g\ _
D= 28 ( o0 ) =0 =3¢ 0p ) =0

1 og 1 og.
Mo =58" (78)906) =0=T5., My=5¢"" (T;X) =0=T3,
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Christoffel-szimbélumok - még egy kis szamolgatas

P L <8g’k 9gji _ a3FJ’<) (25)

k=5 Oxi ' Oxk  Ox!
Exx = a® 800 = a*sin’ X Bpp = a*sin’ XSinZ 0 (26)
1 dgvo 1 sin 2
rz(g _ ngx (_57) = 232( a 25|nchSX) TX
1 0goe
r“"*fg*”’(*f )*O
06 2 099
0 1 g9 (0800 1 25 o 0
rexzig ax Zm(a 2sinx cosx) = coty =y

0 1 o (Ogos 0
r9x,9:§g (W =0="T,9
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i%%i 3D metrikak | @

Christoffel-szimbélumok - mar nincs sok hatra

ro— 1 i/<3g/k +a&/ agjk)

- e ok 27
k2 Oxi  Oxk  Ox! (27)
G =35 gop=a’sin®X  gup = a’sin’xsin’0 (28)
- 2 .
My = %g” (— dgjf) = 2—22(—32 sin® #2sin x cos x) = L snax 92sm2x
0 1 g0 ( 08pc\ _ 1 2.2 4 _sin26
Mop = L ( 20 ) = 2a25in2X( a“sin” x2sinfcosf) = 5

1 8g 1 2 .2 .
re = 22 ) = 02 =coty =T%,
Ix = 58 ( x ) ZazsinzxsinQH(a sin® #2sin y cos x) = cot x Lo

1 og, 1 _ _ B
Moo = 58 ( gg) = ox sinzxsinzé)(az sin® x2sin f cosf) = cot§ = T,
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: i%%i 3D metrikak @

Szedjiik 6ssze mégegyszer ide a nem zérus Christoffel-szimbslumokat!

X _ _sin2x o sin 260 X _sinzgsin 2x
00 2 ’ PP 2 pp 2
rzx = rfd’ = rix = riq: = cot, rig = F'g,’w = cot @

Szamoljuk ki a 3D gémb gorbiiletét, azaz Ricci-skalarjat:

; i R R R,
R=Rl=glRy="x4 7% 4 Zvv (29)
Bxx 8o Bop
Kellenek a Ricci-tenzor diagonalis elemei! Nincs mit tenni, szamoljunk! ldézziik
hat fel a Ricci-tenzor képletét:

ori. ari. . ;
SR e A S R (30)

Rir = oxi ox!
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8ri ar; i m i m arz @rso 0 0 p 4
Ry = 8;((")( _ axx A G O OXX _ T;X — ol —TE.TE, =
2(1 — cos? X
=— fcot2xfcot2xz¥:2
sin® x sin® y
8[-:99 arlg i i 8r§g ari@ 0
Roo = "7 — 2> + Timlgo — Toml ip = - Fo X + T2 X
06 Ox 90 + lim 00 om' io 8X 90 + Ox' 00 + ©x' 66
0 0 . 1 >
—ToxTo0 — TooTxo — r;;rzge = —cos2x — (——Sinz 7)) cot” 6 =
= 2sin? X
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ari ari. — P om OTX, orl.
R\PW - (‘);i(P - TJ + rimr:pgp - rtpmricp - 8;:? + (‘)ZY + r0Xr>L;\;
o q o 6 0
+ rix ri¢ + rﬁe Mo — r:;xrigs& - r:e Mo — réwriw - rvwrg¢ =
. in26 . .
—sm29cos2x—c0529+cot95m = 2sin’@sin’ y

Nagyszerii! Beirjuk ket a Ricci-skalar kifejezésébe

R PR  Ruo Roy 2 2sin’ y N 2sin® xsin’0 6
8xx 806  Bpp a2 a2sin®y  a?sin®ysin?f a2

Rudolf Adam és Majer Imre | 3D metrikak, Friedmann-univerzum 16/52
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b

| 3D metrikak

Az eddigi levezetések a 3D gdmbre voltak érvényesek.

di? = dx? + dy? + dz® + k du?

k(x* +y? + 22) + v° = 2
6
k=1 3D gomb
k = —1 3D pszeudogdmb

k =0 3D euklideszi sik

©
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b

| 3D metrikak @

Teljesen szimmetrikus 3D metrikak

=

=
7
7

i

7L

&
117
4
7

m A 3D gémb a 2D gémb altalanositasa, R = a%, a 2D gomb feliilete
S = 477325in2§, tehat 47 r2-nél lassabban né.

m A 3D pszeudogdmb az egykdpenyii forgashiperboloid altalanositasa,
a benne foglalt 2D gdmb feliilete S, = 47Ta2sh2§, tehat 4mr?-nél
gyorsabban né. Riemann gorbiilete R = fg, tehat minden pontja
nyeregpont.

m A 3D euklideszi sik a gorbiiletlen 3D, benne a 2D gomb feliilete a
megszokott r’-es dsszefiiggéssel né.
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| Attekintés @

A standard modell
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@%}1 A standard modell

A kozmolégia standard modellje az Einstein-egynletre:

1
Rij — 581 —Ngij =~ Tii (31)

és harom alapfeltevésre épiil:
m Atlagolasi hipotézis: kisimitott anyags(iriiség, metrika

m Kozmolégiai elv: a kisimitott metrika homogén és izotrép -> 3D goémb,
pszeudogémb, euklideszi tér!

= Nyugvé objektumok hipotézise: galaxisok nyugszanak a kisimitott
metrikaban

Az utébbi erSteljesebb magyarazatra szorul. Robertson-Walker metrika:
skalafliggés

cdt? — a°(t) [dx® +sin® x(d6® +sin*0dy)]  ha k=+1
ds? = ¢ dt’—dI* = { ¢ dt* — a*(t) [dx® + sinh® X(d6? +sin O dp)] ha k= -1
2 dt® — b*(t) [dr* + r*(d6® +sin® 0 dp)] ha k=0
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@%}1 A standard modell ©

Nyugvé objektumok hipotézise nem rossz a geodetikus hipotézis alapjan,
mert RW metrikaban x'(t) = (cto + ct, X0, Yo, Zo) geodetikus. Ezt lassuk
be. A geodetikus egyenlet:

d?x’ ; dxd dxk

— . — — T 2
oz Tlignan =0 (32)

[tt most A = t a gorbét leiré paraméter.
ATl slor = c2ri,? =170

RW metrika csak egy ajabb diagonalis elemmel bévitette a korabbi
metrikus tenzort (nem teljesen igaz ez igy, mert a tobbi tag negalédott),
raadasul az is gy = c? =konstans. Ezért [, = 0. Tehat a nyugvé
helykoordinataja pontok tényleg geodetikusak.

Tehat az RW metrikara keressiik az Einstein-egyenletek megoldasat.
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. :

i%%i A standard modell €2

A Hubble-konstans!

RW homogeén, izotrép metrika, ugyanigy tudom leirni az egészet, akarmilyen
koord. rendszert valasztok. Egy galaxis tavolsaga legyen /(t) = a(t)xe (Ezt 3D
gombre lattuk be, de pszeudogdmbodn vehetjiik e helyett az /(t) = a(t)X,-t,
euklideszi térben pedig az /(t) = b(t)r-t). xg idében allandé.

Vegyiik az egyenlet logaritmusat, majd derivaljuk le:

In(I(t)) = In (a(t)xe)

Ho a Hubble-allandé.
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| ©

Tehat az RW metrikara keressiik az Einstein-egyenletek megoldasat.
Hogyan médosul a 3D gdmbél, pszeudogombnél, euklideszi térnél kiszamolt
gorblilet az idékoordinata bevezetésével.

gee = C° Eyux = —a(t)? goo = —a(t)*sin’ x 8o = —a(t)?sin xsin® 6

3~ Christoffel-szimbélumok valtozatlanok (a gorog betiik csak a
helykoordinatakat jeldlik).
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A standard modell

Elkezdjiik kiszamolni a Ricci-skalart

ori, ori : O,  0Th, 0%, ort
Raﬂ = 2 ﬁ- = + r H(y - r’?mrTx = + P; - P; = P f‘ﬂ
O’ OxB ' OxY ot OxP OxB
+ r::/§rﬂa + rt6r3a + r;t Ba + rttrﬂa r5§ rf/u r3<5 rtu rﬂt Yo
ar/ et ar;y a ¢ § o
Btrtu dXi’ - d):ﬂ + r r’?(y rgﬁ rf,a + dd + r Brx
- 22 22
P _ ter da—a a La a
— Tl ta — T Mha = Ras T g 8T 232 58aB — 05— 5 202 88

. . . .2
a 54 a a  wer @ a )
* ac? gn5% a + 9 aac2®e~ Rap = c2a8% 2 22288

Rudolf Adam és Majer Imre | 3D metrikak, Friedmann-univerzum 24/52



Emlékeztets 3D metrikak A standard modell Friedmann-egyenletek Friedmann-egyenlet megoldd88 Friedmann-univerzum

.v ; | A standard modell @

Befejezziik a Ricci-skalar kiszamolasat

ar ; 3a— 4 .44 3
R [ it ! 7:7377()&75”7:737
tt at t 32 ﬂa 2 2
B B pté a B a 3 a
R=g" Rus +8" R =" Rajy — 2 2gasg“‘ ~ 588" —35- =
cca cca
P 6(3a+ &°)
a2 22
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&

Kérdések?

Ezzel készénom a figyelmet, Imre rogton folytatja innen!
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| Attekintés @

B Friedmann-egyenletek
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. :

i%%i Friedmann-egyenletek &2

Standard modell — Friedmann-egyenlet
Einstein-egyenlet

1 81 G
Rij — 5Rei — Neij = =5 Tij (33)
Szorzas g/*-val
RE — LRek _ pot = BTG 7
2 ct

Egy ismeretlen fiiggvény, a(t) = csak tt komponens

8 G

t 1 t
Ri—SR—N==7"Ti
Robertson-Walker metrika
. 3 6 6(3°+aa3)
Ri==3.a FReha-—az (34)
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. i%%i Friedmann-egyenletek &

g4 1] 6 6(F+a3)
ac? 2 a2 a2c2

Energia-impulzus tenzor: T{ = w = pc® + w,.
m EM-sugarzas energiasiiriisége: w;,

m Nyugvé objektumok hipotézise: & bels6 energia, @ nyomas

Elsé Friedmann-egyenlet

- w)+ e = (35)

(é>2 87TG Ac®  kc?

m Kozmoldgiai elv: p(t), wr (t) = p(a(t)), wr(a(t))
m Nyugvé objektumok hipotézise:

o /Joag
p(t) - 33 (t) (36)
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b

i%%i Friedmann-egyenletek

Einstein-egyenlet (33) kontrakciéja
. 1 o8
8'Rj — 58ig"R — Ngijg” = =5~

Az EM energia-impulzus tenzor spartalan:

81 G
—R—4N =" pc?

6 , 6(3a+a’) 87G
kgt —ag M= G

8\ ke 5
a 6 a

Elsé Friedmann-egyenletbdl (35) (a/a)?

Wl N
>
w
N

8nrG

3¢2

2
(pm+w)+ 5=

30/52
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\ i%%i Friedmann-egyenletek U

Masodik Friedmann-egyenlet

3= —ngCzG (pc? +2w,) a+ %cza (37)

Elsé Friedmann-egyenlet (35) id6derivalasa

. . o =2 2
2 (2) 257 2 26 (i iy 2

a a2 3c?
524G (>c2+w)a—2+ki2
a  3c2 7 a a
Masodik Friedmann-egyenletbs! (37) 3
47 G 2 A 2 ;32 4G .2 . 32 kC2
7§([)C +2Wr)a+§C37;:?([)C +Wr)j+7
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\ i%%i Friedmann-egyenletek U

47 G 2 2 .232 A7 G .32 2 2 A 2
—3a (pca — pc 5 ) 3 2W,87W,Ta = 3"+ ke +§C8

3% az elsé Friedmann-egyenletbsl (35)

747TG C2a2f'c2aj 747TG 2wafvf/a—2 :SWG(C2+W)32
32\ Pe 3c2 \“"7 Ty 3c2 "

(3pcza3é — ;')6234) + (4W,a3é — V\'/,a4)

d d
ap (a3pc2) + p (a*'w,) =0 (38)

(36) miatt az els6 tag zérus. Megoldva w,-re:

4
Wrodg

a*(t)

w, (t) =

(39)
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\ @%1 Friedmann-egyenletek =2

p(t) (36) és w,(t) (39) visszairasaval az els6 Friedmann-egyenletbe (35)

Friedmann-egyenlet

a 2_ 87 G
a)  3c?

Feladat: megoldani a (t)-re!

= Megyjegyzés: (38) egyenlet atirasa

d d d d .
a (a%pc?) + . (a*w,) = a (a°pc?) + a (@w,) +a(a*w,) =0

9 (e + w) ) = 2w

Energia nem allandé, a sugarzas munkat végez a téridén!
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' Attekintés @

Friedmann-egyenlet megoldasa
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) | i%%i Friedmann-egyenlet megoldasa &2

Qm, Qr, Qa dimenziétlan valtozék

3H2 H2c?

o = Qp——n, 41
o 87 G (41)

Ezekkel a Friedmann-egyenlet (40)

3\ _ el (@)39 (@)4+Q ke
a) "\ "\ a : a2
Az egyenletbdl k meghatarozédik. Az egyenlet t = to id6ben (Ho = 40/a0):

2 2 ke?
HO :HO [Qm+Qr+Q/\]7 ?

0

Q::Qm+Qr+Q/\
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b

aHs

c2

k= [Q-1]

Q = a tér geometridja

+1 = 3D gomb,
—1 = 3D pszeudogémb,
0 = 3D euklideszi tér,

k =

Q #£ 1 esetén ao:
c

Ho\/1Q — 1]

Q = 1 esetben pedig ap nem hatarozédik meg.

dg =

@%1 Friedmann-egyenlet megoldasa

©

haQ>1
haQ2<1
haQ=1
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S i%%i Friedmann-egyenlet megoldasa &2

Visszairva k Q-val kifejezett alakjat a Friedmann-egyenletbe

e (2) =0 [(2)7 - () [(2)" - (2)oma[1- (2)](2)°

Uj dimenziétlan valtozék

do
X := Hot, = —
0 y 3
. . . . ,
aoa a a
:*%:**y, 7:7X:7H0y—
a a a 3% 3%

Manapsag w; (to) = wyo minimalis, Q, ~ 0. Az elektromagneses sugarzas féleg
az Univerzum korai szakaszaban dominalt.

I\ 2
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\ i%%i Friedmann-egyenlet megoldasa &2

()7 =52 [y’ + (1= Q= Q) y* + Q] (42)
1 dimenzids potencialproblémal (x ~ t, y (x) ~ r(t))
V(y) ==y [Qmy® + (1= Q2 — Qm) y* + Q]
< dy

Jy V/=V(©)

m Definicié szerint y = ap/a = y nemnegativ.

x(00) = x(y) = £

m y = 0 nem integralhat6 szingularitas.
m Az egyyszer(iség kedvéért: Vy > 0 esetén V(y) < 0 = & zérushely.
x (00) :=0.

Y

V()
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Friedmann-egyenlet megoldasa @

V(y)
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s :

i%%i Friedmann-egyenlet megoldasa &2

By —o00 =>x—0=t—0
V (y) csak legnagyobb rendben.

1 /°° dy 2
X = —— e
/Qm Yy )75/2 3 /me3/2

3
2 a2
Hot = = = t) ~ t2/3
¢ 3v Qm <30 > ? ( )
Nagy Robbanas!

Nagyon kis idékre w, elhagyasa miatt érvénytelen!

By —0 =2x—oc0o=t—00
Elég kicsi y < n esetén V (y) csak legkisebb rendben.

ndy o dy
y+ Y

X_/ JT \/L/ v ol VG r
g o(2) 14+ s

[Iny + A]

Kozmoldgiai allandé | fesziti szét” az Univerzumot.
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s :

i%%i Friedmann-egyenlet megoldasa &2

Mérés: Q. = 0,3 Qr=10,7 Q, ~0
= Nagy Robbanas 6ta eltelt id6:
1 [ dy

“H V)

to ~ 13,7 milliard év

m Gyorsulé tagulas
A masodik Friedmann-egyenlet (37)

Qm
30 = aoHa (Q/\ — 7) =0,55a0HZ >0
m Euklideszi térgeometria

Q=0+ +Qr=1 = k=0 Véletlen?

Megjegyzés: a térid6 tovabbra is gorbiilt!
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&

at)
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©
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| Attekintés @

@ Friedmann-univerzum
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‘ i%%i Friedmann-univerzum @

Friedmann-univerzum: Q, =Qax =0

8w G Po
Q=Qn= =
3HZ T i
3D gdémb, ha Q> 1= po> pur

Az Univerzum ¢ 3D pszeudogdmb, ha Q <1 = po > pir
3D euklideszi tér, ha Q=1 = po = pr

A (42) Friedmann-egyenlet az x,y dimenziétlan valtozékkal

()2 =y (ny® + (1= Q) y?) = y* (Uny + 1 — Qm)

Ny —
N y2 me+1_Qm
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&

b

i%%i Friedmann-univerzum

B0<Qn,<1l Vy>0 V(y)#0

mt—0 Elz&vel azonos: a(t) ~ t
mt—>00 A legkisebb rend valtozott Qp elhagyasa miatt.

[ 3Lt

Hot:#[@+A} = a(t)~t

V1-Qnla
< dy 2

§5/2 T 3y3/2

2/3

y

a(t) = ao (2H30t>§

Minden idére a(t) ~ t?/3-os tagulas.
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Friedmann-univerzum @

V(y)

=—"—"2-—->0 b
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\ i%%i Friedmann-univerzum @

u = y/y1 helyettesitéssel:

y1du B T

A T L A S
Qm J1 Vi Vyiu—m 3/2 2)/13/2 Qm

X1 =

1 / dy
~ = ' haogxgxl
VQm J, 7V —n
n 1 Y dy
\/Qm y1y2 yiyll

Kezdet: Nagy Robbanas, a(t) ~ t2/3
Vég: Nagy Osszeroppanas T id6vel késébb

3/2
To2a o/ (22 Van) 7T
" Ho Ho 2Ho (3, — Q2,)%/?

ha x1 < x
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Friedmann-univerzum @
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@%1 Friedmann-univerzum @

Friedmann-univerzum
tomegsiiriiseg < térgeometria < terminalis viselkedés
B po > prr <= 3D gdémb <= Nagy Osszeroppanas
m pg < pir < 3D pszeudogdémb <> Folyamatos tagulas ~ t
® 0o = pir < 3D euklideszi tér <= Folyamatos tagulas ~ t2/3

Ha Qa # 0 és/vagy Q, # 0: geometria # terminalis viselkedés
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©

Erdekes eset

Qn=03 2, =0 Q=18

V(y)

a(t)
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~, | Forrasok @

@ Hraské Péter: Altalanos relativitaselmélet és kozmoldgia
A Budapesti Miiszaki Egyetemen tartott el6adasok jegyzete
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Koszonjiik a figyelmet! @

APPLAUSE
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