1. Logikai halozatok

Mivel K = 1, ezért egyvaltozos logikai fiiggvényeket kell haszndlnunk, amibdl négy van: az
identitas (I), a negélas (N), az, ami mindenhez 0-t, és ami mindenhez 1-et rendel. Egyeldre én az I
és N eseteket vizsgaltam. gy az eseteket, a pontok indexelésének sorrentjében jeldlhetjiik egy N
hosszu bettisorral: pl INI, ha az 1. és 3. pontot indentitas, a 2.-at negélas fliggvény hatarozza meg.
Minden ponthoz hozzarendelhetiink egyet ezek koziil, igy altalanosan 2N-féle 1éptetési szabaly
létezhet egy grathoz, ami az adott esetekben altaldban kevesebb esetre egyszeriisodik.

A grafokallapotat egy N komponensii vektorral jellemezhetjiik, amik minden komponensét az
elézo allapot egy komponense hatdrozza meg identitds, vagy negalds szerint. Ezt MatLab-ban
valdsitottam meg, a szimultan 1éptetést egy ideiglenes vektorral.

1.1. N=3, K =1 halézatok

Ebbdl a gratbol kétfelét lehet 1étrehozni. Ezt a kettdt az . dbrdn lathatjuk. Az abran megjeldltek
szerint ezeket a és b grafoknak fogom nevezni. Minden tovabbit megkaphatunk a pontok

atindexelésével.
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1. abra. N = 3, K = I N-K halozatok esetei a logikai fiiggvenyek megadasa nélkiil. Ez az oszes eset,
a tobbi megkaphato az indexek dtrendezésével.

Az a esetben, mivel ciklikusan permutalva ugyanazt az esetet kapjuk, csak az szamit, hany I és
hany N van, azaz 4 eset 1étezik. Ezek allapotterei:
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1.2. N=4, K = 1 halézatok

Hasonl6ak az N = 3-as halozatokhoz, csak tobbféle eset van. Ezek a 2. dbran lathatoak.
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2. abra. N = 4, K = 1 logikai halozatok lehetséges elrendezései. Minden tovabbi elrendezés
megvalosithato az indexek cserélgetésével.

Mivel mind a négy ponthoz mind a négy féle fiiggvényt hozzarendelhetjiik, nagyon sok esetiink
lesz. A fenti, N = 3 esetbdl latszik az is, hogy a fazistérbeli viselkedés szempontjabdl sok eset
izomorf egymassal, igy elég kevesebbel foglalkozni. A telejsség igénye nélkiil kozlok néhany,
altalam érdekesebbnek talalt esetet.

A c esetben a csupa 1 €s csupa 0 hozzarendelés nyilvan nem érdekes, a csupa igen egy tobb korbol
allo fazisteret hoz létre, ahol a 0-k és 1-ek korbe 1épkednek, a csupa nem pedig egy ehhez hasonlot,

csak minden 1épésben negaljuk az eredményt. Néhany nemtrivialis szabaly:
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c eset, NINI szabaly. A 0110 és az 1001
allapotok szinte trivialisan fixpontok lesznek,
azonkiviil a fazister 4 ciklusra esik szét. Az
elforgatottak természetesen ezzel
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d eset. A 2-es, 3-as és 4-es pontok felcserélhetdek. Teljesen azonos az N = 3-as esettel, csak van
plusz egy pontunk, ami nem hat vissza a rendszerre, de az befolydsolja 6t. Emiatt nem is
részletezném kiilon.

e eset. Ennek is van egy szimmetridja: 1 <> 3 és 2 <> 4 csere. Ha ez a 1éptetési szabalyokban is
megjelenik, a szimmetriat a fazistérbeli dinamikanak is tiikkroznie kell. Vegyiik példaul az INNI
esetet:

1000 0100
1010 1100
i 4 i
0010 mEJJE >1111/€ 1110
A T
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ool [
1011 0000 1001 0101
A Y
0011
1101
0004 0111

e graf, INNI szabaly. A fazistér grafjan is latszik, hogy magasfoku szimetriat
mutat. A rendszer barhonnan inditva egy 4 elemii hatarciklusba jut, aminek
elemei a fenti atindexelésre invariansak.

Hogyha a szabdly nem mutatja a fent emlitett szimmetridt, akkor a fazistér is kevésbé
szimmetrikus. Nézziik az IIIN szabalyt:
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1011 1111 1101 0100 0o10

e grdf, IIIN szabaly. A 0001, 0000 kételemii hatarciklus konnyen adodik, a
tobbi allapot pedig egy volgyon keresztiil, kiilonbozo szamu lépésen keresztiil
konvergal bele.

Valojaban ez az eset is elég egyszerii, hiszen csak a 2-es €s 4-es pontok hatnak kdlcson egymassal,
az l-es és 3-as pontok pedig nem hatnak vissza a rendszerre. Ehhez igen hasonld az utolso, f-fel
jelolt esetlink is, csak a két "kifutd" pont allapotat ezuttal egy pont hatarzza meg kettd helyett. Ezért
ezt sem részletezném kiilon, a hatarciklusok és fixpontok tekintetében a viselkedése hasonlit az e
esethez.



1.3. N=10, K = 1 véletlen graf viselkedése

MatLab segitségével generaltam 10 ponta, 1 konnektivitdsu garfokat. Ezek koziil egy véletlen
realizaciot fogok itt vizsgalni. A grafot egy 10 elemii K vektorral jellemzem, ahol K; = azt jelenti,
hogy a j pontbdl az i-be mutat egy irdnyitott él. Az altalam vizsgalt graf K vektora:

K:

9 10 2 10 7 1 3 6 10 8

1111

3. dabra. N = 10, K = 1 véletlen graf.

Graftal jelolve:

Mivel a halozatnak 2'° = 1024 lehetséges allapota van, nem fogom lerajzolni az egész allapotteret.
Programot irtam, amiben szinkron 1épésekkel 1éptetem a rendszert. Mindig elmentem az el6z6 10
allapotot, €s ha a legujabb allapot megegyezik valamelyikkel, akkor egy 10 elemnél nem hosszabb
hatarciklusba jutottunk, és a program ledll. Kiilonb6z6 véletlen kiindulo allapotokbdl inditva
vizsgalom igy a vonzasi tartomanyokat. Nem hatdroztam meg, hogy mennyi hatarciklus, vagy
fixpont van, és a tl hossztiakkal sem foglalkoztam, ugyanis az allapottér mérete miatt sok vonzasi
tartomany €s nagyon hosszu hatarciklusok is eléfordulhatnak.



. Tiszta identitas

Van néhany trividlis fixpont. Tiszta identitasndl a csupa 0, vagy a csupa 1 allapotok nyilvan
fixpontok (ez barmilyen K = 1 grafnal is igaz). A gratban van egy kor, és két kifuté ag. A korben
barmilyen 5 szdm ismétlddni fog 5 1épésben, a kifutd dgakon pedig a 10-es pont allapota fog kifelé
1épkedni. Megfeleld mintazatnal ez is okozhat hatarciklusokat.

Tobb véletlenszerli kezddfeltétellel inditva két hatarciklust hataroztam meg:
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K = I véletlen logikai

halozat egy hatarciklusa tiszta

identitas esetén
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N =10, K = I véletlen logikai

halozat egy masik hatarciklusa
tiszta identitas esetén

Valéban a 10 — 9 — 1 — 6 — 8 kordn mennek végig a szamok. A kifutd éleken is mennek kifelé
a mintazatok. Egy ciklus pedig akkor lesz hatarciklus, hogyha a "frekvencidk" megegyeznek, vagy
egymas egész szamu tobbszordsei. Természetesen az Osszes pontra elvégezve a 0 <> 1 cserét szintén
hatarciklust kapunk.



. Tiszta negalas

Tiszta negélds esetén az egyszerli mintazatok mar nem feltétleniil hatarciklusok. A kordn itt is
mennek korbe a mintdzatok, csak minden 1épésben negalddnak. Mivel a kor hossza 5, ami paratlan,
csak 10 1épésbdl jutunk biztosan ugyanoda, ennél kevesebb csak akkor elég, ha "szerencsénk" van.
A fent bemutatott ciklusok ezen esetben is hatarciklusok lesznek, ha kétszer egymas utén illesztjiik
Oket (10 elem) és minden mdasodik Iépés utan az egészet negéljuk. Ezen kiviil véletlen

prébalgatassel kaptam:
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N =10, K = I véletlen halozat
egy 7 elemii hatdrciklusa tiszta
negalasra.

[1 11110011 1]'(—[1 01 DUUUUUU]

A

h

[UUUU‘I DL’J1UU] [1 01 0111101]
A

h
[1111111110] [0000000001]

\ 1

[010100001 U] [1111011011]

\ 1
[01 0111111 1]—)-[[]00001 1 UUU]

N =10, K = 1 véletlen halozat
egy 10 elemii hatarciklusa
tiszta negalasra. Barhonnan
indulva 5 lépés utan a kiindulds
negaltjat kapjuk. Ez is olyan
eset, ami megkaphato a tiszta
identitds egy 5 elemii
hatarciklusabol. (Konkrétan a
fent elsokeént lerajzoltbol.)

Mind tiszta identitds, mind negalds esetén viszonylag sok véletlen kezdéfeltételbdl indulva
ugyanezekbe a ciklusokba konvergalt a rendszer. Ebbdl arra kovetkeztetek, hogy valdsziniileg

nincsen nagyon sok hatarciklus.



. Néhany véletlen keverék

Mivel felesleges lenne kiilonbozd fazistérbeli abrak tovabbi halmozasa, és a kiilonboz6 véletlen
keverékek kvilitative ugysem kiilonboznek nagyon, csak egy véletlen keveréket fogok
megvizsgalni. Mindegyik esetben specidlis trividlis (vagy nem annyira trivialis) fixpontok és
hatarciklusok eléfordulhatnak, de ezekrdl altalanosan nem lehet besz€lni, hacsak azt nem tudjuk
megjegyezni, hogy a rendszer altalanositdsaval elvesznek a szimmetridk €s szabalyossagok, igy az
ezekbdl adodo ciklusok mar nem valdsulhatnak meg és valdszinlileg a rendszernek kevesebb
hatarciklusa lesz, mint tiszta identitds vagy negalas esetén.

A program az ININIIIINN esetet adta, igy ezt vizsgdlom meg. Erre sok véletlen kezdeti allapotra
mindig ugyanazt kaptam:
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Véletlen logikai halozat
véletlen szabdlyra adott egy
specidlis hatarciklusa.

J Nem véletlen keverék

Csak kvalitativ megjegyzésként kozélném, hogy specidlisan is megadhat6 az identitdsok ¢és
negalasok egy keveréke. Példaul a korben csupa Igen, a kifutd agakra csupa Nem, vagy I és N
keveréke is 10 (vagy 5) hossziisdgu hatarciklusokat eredményezhet. Vagy a kor I-jei kozé ligyesen
betéve egy N-t manipulalhatjuk a korbefuté mintat. Specidlis fazistérbeli viselkedést megkdvetelve
allithatjuk be a szabalyokat.



1.4. N=3, K =2 megadott automata vizsgalata szinkron és aszinkron esetben

A megadott halozat egy 3 pontu, 2-es konnektivitasu (azaz teljesen Osszefiiggd) graf, ahol az 1-es
pontot ES, a masik 2 pontot VAGY fliggvénnyel allitjuk eld a fennmaradé kettdbdl. Mar tudjuk, hoy
szinkron dinamika esetén a rendszer igy visekedik:

Az aszinkron dinamikat ugy valdsitottam meg, hogy mindharom

pontot megvaltoztattam megadott sorrendben (3! = 6 eset), vagyis

— nem véletlenszerti léptetéssel. Igy konnyebb vizsgilni a

000 001 (—>[ 010] fazistérbeli viselkedést. Feleslegesnek tartom kozdlni mind a hat
" abrat, inkabb Osszefoglalom a 1ényeges vondsokat.

Mind a hat esetben értheté mdodon fixpont maradt a 000 és 111
allapot, ¢s mas fixpontok nem jelentek meg. A kiilonbség csak
) abbol fakadt, hogy melyik allapot melyik fixpontba konvergal és
hany 1épésen keresztiill (mindig 1, vagy 2). A szinkron esettel

Y ellenntétben tobb elemii hatarciklus egyik esetben sem volt, csak a

110 011 111 két fixpont, viszont mas kiinduldpontbdl is eljuthatunk a 000
3 allapotba, mig ez a szinkron esetben nem volt lehetséges. De ezen
i esetekben is igaz, hogy az 111 allapot vonzasi tartomanya
101 nagyobb.

—

3 elemtl, teljesen Gsszefiiggd
ES, VAGY, VAGY szabdllyal
megadott logikai halozat
fazistérbeli viselkedése szinkron
dinamika esetén.

2. Ferromagneses Ising modell vizsgalata racson

Spinek rendszerét szimulaltam egy 20 x 20-as 2 dimenzids négyzetracson (N = 20), ahol minden
pontnak 4 kdzvetlen szomszédja van. A pontok az 1 és -1 értékeket tudjak felvenni. Minden spin a 4
kozvetlen szomszéddal hat kolcson periodikus hatarfeltételt alkalmazva. A kovetkezd 1éptetési
szabalyt hasznaltam:

1. Véletlenszeriien kivalasztottam egy darab spint.

2. Kiszamoltam, hogy értékét megtartva, vagy megvaltoztatva nagyobb az energidja.

3.  Ha a valtoztatassal kapott energia kisebb, akkor az értéket megvaltoztattam (atforditottam a
spint).

4.  Ha a valtoztatassal kapott energia nagyobb, akkor exp(-1/T) valésziniiséggel forditottam at a
spint. (Termikus gerjesztés.)

Ezt ismételtem 100 000 x N x N 1épésen keresztiil.
Egy adott spin energiaja a konstans faktoroktol eltekintve igy all elé: E ,»sz —0,0, , ahol

0,21 | i a kérdéses spint jeldli, j pedig a kornyezd spineket indexeli (természetesen figyelembe
véve a hatarfeltételt). A konstans faktor azért nem szamit, mert Ggyis csak az érdekel minket, hogy
két energia koziil melyik a nagyobb. -g; kihozhaté a szumma aldl, igy elegendd azt csinalni, hogy a
kornyezd spinek Osszegét hasonlitjuk Ossze a vizsgalt spin értékével (eldjelével). Az Osszegzést
elvégeztem, megszoroztam o-vel. Ha ez az érték negativ, akkor energetikailag megéri atforditani a
spint. Ha pozitiv, akkor dontiink a hémérséklet alapjan. Ha az érték 0, akkor a spint atforditjuk. A
valoszinliségbdl is elhagytam minden konstans szorzot, de minket Ggyis csak a gdrbe menete



érdekel, és 7-bdl egy olyan intervallumra futtattam végig a szimuldciot, ahol a valdsziniiség 0-rdl
felmegy kozel 1-re. (A szimuldcido hosszi futdsi ideje ellenére a megadott 3,0 helyett 3,7-ig
szamoltam.)

Megjegyzendd, hogy a Iéptetési mechanizmus miatt a kiilonbozéd pontok nem feltétlen
ugyanannyiszor lettek 1éptetve. Mivel azonban statisztikai mennyiségli 1épést hajtunk végre, az
ebbdl fakadd pontatlansagok elhanyagolhatok, a rendszernek pedig van ideje bekonvergdlni
valamilyen végallapotba.

Minden hémérsékletre az utolsé 1000*N*N = 400 000 1épésben (utolsé 1%) szummadaztam a
spineket (vagyis kiszdmoltam a magnesezettséget) és ezek abszolutértékét atlagoltam a 400 000
esetre. Az a feltételezés, hogy a rendszer ekkorra mar beallt egy meghatarozott allapotba. A kapott
adatokat a 4. dbra tartalmazza.

10 T T T T T T | —
Magnesezetiség +

4. abra. A szimulaciobol kapott magneseeztség értékek a homérséklet fiiggvényeben.

Mivel az adatoknak elég nagy a szordsa, a fliggvény menetének jobb lathatésaga érdekében
minden pontot Gjraszdmoltam oly moédon, hogy az elbtte 1évo kettd, és az utana 1évo kettd értéket
hozzavave 6t kornyezd adatot atlagoltam. Igy a fiiggvény kisimult. A kapott étékek az 5. dbrdn
lathatok.

Az elméleti véarakozas az, hogy kis homérsékletekre a rendszer egy nagy magnesezettségl
allapotba all be, nagy homérsékleten viszont nagyobb fluktudciok jelennek meg, és az atlagos
magnesezettségnek nulldhoz kellene konvergélnia. Ezzel ellentétben az én esetemben egy T-vel
novekvo fliggvényt kaptam.



tlag

M_a

! ! ! ! ! ! !
Simitott magnesezettség  + 4+
B +
- +
+
+
+
* oy
B +
+ +
+
+ +
+
- ++ 4 +
+

i + + ETy
P+ ++t o+ 44+

| | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

. abra. Ising modell atlagolassal kisimitott magnesezettsége a homérseklet fiiggvényében.



