1. Logisztikus leképezés bifurkacidés diagramja

A logisztikus leképezést a kdvetkez6 iteracios Iépés definialja:
Xn+1:rxn(1_xn>

ahol r az ugynevezett kontroll-paraméter. Ez a [0,1] intervallumbdl a [0,1] intervallumba
képez, igy akarhanyszor megismételhetd. r fluggvényében a leképezés kvalitative
kulonbdz6 modokon viselkedhet. Lehet benne egy, vagy tébb fixpont, ahova az iteracié
soran a kezdéertéktél fuggdéen x bekonvergal, vagy hatarérték nelkil kaotikus modon
viselkedik.

A rendszer viselkedésének szemléltetésére egy mod a bifurkacios diagram elkészitése.
Ez r flggvényében abrazolja a rendszer fixpontjat, vagy fixpontjait. Ezt numerikusan ugy
lehet megoldani, hogy elegend6en sok iteracids lépést hajtunk végre. Ezt legszélesebb
esetben az re[0,4] intervallumban tehet6 meg, mert kulonben kiléphetiink a [0,1]
intervallumbdl.

A diagram legeneralasara C++ programot irtam. Kilénb6z6 r értékekre véletlenszerl
kiindulé x értékeket 1000 lépésen keresztll iteraltam. A [0,1] intervallumon egyenletes
eloszlasu kiindul6 értekeket a GSL fuggvenykonyvtar mt19937 véletlenszam generatoraval
allitottam el6. Minden r-hez egy x értéket szamoltam, de r Iépéskoze elegendden kicsi volt
ahhoz ( 5-107 ), hogy kozeli r értékre sok pontot kapjunk, igy a bifurkaciok utan is sok
adatot kaptam a rendszer egy-egy allapotahoz (valamint a felbontas jéval kisebb az
1. abra felbontasanal, igy a valéjaban egyértékd fuggveny tobbértékinek latszik az abran).

A nem érdekes részt levagva az értékeket GNUPLOT-tal abrazoltam. A kapott diagram
az 1. abran lathato.

[ [
x 1000 iteracio utan

0 | | | | | | |
2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

r
1. abra. Logisztikus leképezés bifurkdacios diagramja



2. Lorenz-tor Hausdorff-dimenziéjanak mérése

A Lorenz-modellt a kdvetkez6 kbzonséges differencidlegyenlet-rendszer definialja:
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A kdvetkezd paraméterezést hasznéltam: o=28 , p=10 és [=8/3

Az egyenletrendszert negyedrendd, fix [épéskoz(i Runge-Kutta médszerrel oldottam meg,
szintén a GSL fuggvenykonyvtar segitségével, dt=0,005 Iépéskdzzel. A 30<t<1000
intervallumon dolgoztam tovabb. Az els§ szakasz levdgasa azért fontos, mert igy a
rendszer mar raall az attraktorra, ezért a kezddéfeltételek pontos értéke nem is lényeges. A
kapott gorbe a 2. abran lathato.
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2. abra. Lorenz-modell attraktora

Miutan megkaptam a gorbe adatait, mindharom kiterjedésben megkerestem a legkisebb,
és legnagyobb értékeket, majd ezeket M egyenld részre osztva a befoglald téglatestet

M® részre osztottam. Ujra végigmenve a gorbén megjeldltem azokat a dobozokat,
amelyekben volt pont, és utdlag dsszeszamoltam 6ket. Ennél a Iépésnél fontos, hogy a
dobozok kiterjedéséhez képest a lépésko kicsi legyen, hiszen ha a differencialegyenlet-
rendszer megoldasakor akkorat Iéplnk, hogy "atugrunk" egy dobozt, akkor a kihagyott
dobozt nem szamoljuk, holott a matematikai gorbe atmegy rajta. Tehat M nem lehet



tulzottan kicsi. Tulzottan nagy sem lehet, mert akkor a szamolas nyilvanvaléan pontatlan.

Ha N-nel jeldljik azon dobozok szamat, amiben talaltunk legalabb 1 pontot, akkor a
Hausdorff-dimenziot a kdvetkez6képpen kapjuk meg:
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Elméletileg ennek a kifejezésnek az M —« hataresetét kellene venni, de numerikus
okokbal, és a fent elmondottak miatt ezt nem tehetjik meg.

Kilonboz6 M értékekre kiszamoltam ezt a szamot M = 2 és M = 100 kozott. Az
alacsonyabb értékek nyilvdn nagyon pontatlanok, de illusztraciokéent ezeket is
meghataroztam. A kapott D értékeket M fliggvényében a 3. abran abrazoltam. Léatszik,
hogy konvergalnak. Feltételezve, hogy exponencialisan konvergalnak, az els6 20 értéket
kihagyva exponencidlis fluggvényt illesztettem az adatokra. Az illesztett gorbét a
3. &bra szintén tartalmazza.
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3. dbra. Lorenz-attraktor szamolt Hausdorff-dimenzioi kiilonb6z6 dobozméretek mellett.

A gorbe jol illeszkedett. Az illesztésbdl kapott hatéarértéket tekintem a végleges
Hausdorff-dimenzionak.

D,;=2.074+0.0018

Ez megfelel az intuicibnak, miszerint 2 és 3 koz6tti szamot kell kapnunk, és jol illeszkedik
az irodalomban talalt D,,=2.06+0.01 eértékhez.

(http://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system)



http://en.wikipedia.org/wiki/Lorenz_system

