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A laborgyakorlat soran kett6s inga vizsgalata volt a feladatunk, annak kaotikus viselkedésére
koncentrdlva, els6sorban a Ljapunov exponens kimérésével, és annak energiafiiggésének
vizsgalataval.

Az inditoszerkezet segitségével 6 kiilonb6zo poziciobol 10-10 mérést vegeztiink, ahol tehettik,
kétféleképpen is (jobbra, vagy balra 16g ki az inga kozepe). Igy 6sszesen 80 adatsort kaptunk, amit
tizesével értékeltiink ki a kovetkez6 modon.

C++ programot irtunk az adatsorok kiértékelésére. A .wav allomanyok beolvasasa és kétfelé
bontasa utan az els6 cél a negativ négyszogimpulzusként megjelené jelek azonositasa volt. Ehhez
egy vagast csinaltunk -2000-nél, mert a zaj ennél mindig nagyobb, a jel ennél mindig kisebb volt.
Ez alapjan két tiszta, négyszogimpulzusos adatsort kaptunk. A mintavételezési frekvencia
ismeretében ezutan a jelek kezdetének idejét elmentettiik, és hosszuktél fiiggéen 5 fokot
hozzaadtunk (pontosabban annak radianbeli értékét), vagy kivontunk az aktualis szogértékbol, amit
0-rél inditottunk. Az id6t eltoltuk, hogy az els6 beérkez6 impulzus legyen a 0 érték. Ezzel diszkrét,
nem allandé 1épéskozii adatsorunk volt a szogértékekrdl az id6 fliiggvényében, amibdl kébos spline
interpolacidval szép, sima szogfiiggéseket kaptunk, megadott 1épéskozzel. Ennek az is az el6nye,
hogy az analitikus derivaltak értékeit is megkaptuk az adott pontokban, igy a szdgsebességek is
megvannak, vagyis ismerjiilk mar a fazistérbeli trajektdriat. Egy legmagasabb allasbol inditott ilyen
trajektoria, a két szogértékkel az 1. abran lathato.
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1. dbra. A legmagasabbrdl inditott eqyik mérés két szégének idbfiiggése. Latszik, hogy az alsé inga
(beta) tobbszér atfordult, mig a f6lsé (alfa) egyszer sem. Ezt nem is tehette volna meg 0

kezdbsebességgel. Az is ldtszik, hogy nem a 0-ban dll meg, hiszen az inditdsi és a nyugalmi pozicié
kiilonbozik kb. mt széggel.

A Ljapunov exponens meghatarozasahoz tizesével beolvastuk az adatsorokat, elvégezve a fent
leirtakat, és az id6 fiiggvényében kiszamoltuk a fazistérbeli tavolsagokat parosaval (10 adatsorhoz 9
pért szdmoltunk) négyzetes dsszegzéssel. ( d=1 (o, —a, )+ (B,—B,)+ (0, —d, )+ (B,—B,] ,ada
fazistérbeli tavolsag, a a felsd, B az als6 szogérték, 1 és 2 pedig a kiilonb6zé mérések indexei.) A
legfols6 helyzetbdl inditott kisérletek koziil két méréspar fazistérbeli tavolsaganak idéfiiggése
latszik a 2. abrdn, majd a 3. dbrdn ugyanez kinagyitva az elején.
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2. dbra. Legfdlsé dlldsbdl inditott mérések két méréspdrjdnak fazistérbeli kiilonbségeinek
id6fiiggése, valamint 9 méréspdrra ugyanez dtlagolva. Ldtszik a névekvé tendencia, és hogy hosszt
tdvon lecseng a valtozds. Az is latszik, hogy a kidtlagolt gorbe kevésbé viltozik rovid tdvon, mint az

egyediek.
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3. dbra. Legfolsé dlldsbdl inditott mérések két méréspdrjdnak fazistérbeli kiilénbségeinek
idéfiiggése, valamint 9 méréspdrra ugyanez dtlagolva. Abrdzoltuk még a kidtlagolt gérbe eqy
szakaszdra illesztett exponencidlis fliggvényt. Ilyenek segitségével hatdrozzuk meg a Ljapunov

exponenseket.



Ezek a gorbék kozel sem tiszta exponencialisok, de nem is varjuk, hiszen egyrészt az inga oda-
vissza rangatézik, igy mindig lesznek benne hirtelen kozeledések (a fazistér véges mivolta miatt egy
karakterisztikus id6 mulva musz4j tjra kozeledniiik), masrészt a disszipacié miatt mindenképpen
konvergal valamilyen konstans értékhez a mozgas kdzben megtett atfordulasok szamatol fiiggden.
Vagyis a hatarérték 2m tobbszorose kell, hogy legyen. Azonban révid szakaszokon egyértelmiien
exponencialis, ahogyan az latszik is a 3. dbran. Hogy a statisztikus viselkedés latszodjon, a 9
adatsort minden id6pontra atlagoltuk, és az atlaguk idofiiggését is abrazoltuk a 2. dbrdn és a 3.
abran. Erre a gorbére is igaz, amit az egyediekre elmondtunk, latszik a trajektoriak tavolodasa, és
bedllasa valamilyen konstansra (ez persze mar nem feltétleniil egy atfordulas egész szamu
tobbszoroséhez tart). Latszik az is, hogy ez a gorbe kevésbé fluktual, mint a két masik abrazolt.

A Ljapunov exponenseket gy hataroztuk meg, hogy ezen atlagolt gorbe kiilénb6z6 pontjaira
exponencialis fliggvényt illesztettiink GNUPLOT-tal. Ezek egyike is latszik a 3. dbrdn. Mind a hat
inditasi poziciéban lehet dbrazolni valamiféle id6fiiggést ily médon. Az adott érték idépontjanak az
illesztési intervallum kozepét vettiik. Ezeket a 4. - 9. dbrdk tartalmazzak, inditasi magassag szerint
csokken6 sorrendben. Ahol ugyanabbol a magassagbol két kiilon poziciobdl is csinaltunk
méréseket, ezeket kiilon szinnel, de azonos abran abrazoltuk. y irdnyu hibanak az illesztés hibajat
vettiik.
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4. dbra: Fiiggoleges helyzetbdl, kétféleképpen inditott kettésinga Ljapunov exponensei az id6
fliggvényében
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5. dbra: Fiiggblegestdl eggyel lejjebb, kétféleképpen (2-es helyzet) inditott kettésinga Ljapunov
exponensei az id6 fiiggvényében
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6. abra: Fliggblegestdl kettovel lejjebb (3-es helyzet) inditott kett6singa Ljapunov exponensei az ido
fliggvényében
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7. abra: Fliggoblegestol harommal lejjebb (4-es helyzet) inditott kett6singa Ljapunov exponensei az
id6 fiiggvényében
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8. dbra: Az elérhet6 legalsé helyzetbdl (5-6s helyzet) inditott kett6singa Ljapunov exponensei az id6
fliggvényében




A fenti abrak mind olyan helyzeteket mutatnak, ahol az inga vége fiiggblegesen a fix forgaspont
folott volt. Az inditasi helyzetek szdmozasa: fiiggbleges inditas: 1-es, majd lefelé haladva a szdmok
nonek, egészen addig, amig az elsd inga vége kb. a fix forgasponttal egy magassagban van (5-0s
helyzet). Az eddigiekt6l eltér6 helyzet volt, amikor egy oldalso helyzetbdl inditottuk az ingat oly
modon, hogy az also kar fiiggbleges volt. Ezt az ,,A_fiiggbleges” felirat jelzi.
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9. dbra: Oldalso helyzetbdl inditott kettésinga Ljapunov exponensei az id6 fiiggvényében

Mivel az exponencidlisok beazonositdsa nem volt teljes mértékig egyértelmii feladat, és
rendszerint csak kevés pontra tudtunk illeszteni, amik eleve egy interpolaci6 eredményeként
szamolt értékek voltak, az exponenseknek viszonylag nagy hibaja lett (10% — 20%), és pontos
kvantitativ vizsgalatot nem tudunk végezni. Konklizioként elmondhato, hogy az id6 el6rehaladtaval
az exponenseket valamiféle csokkend tendencia latszik, am a hosszu tavu valtozas kb. a hiba
nagysagrendjébe esik.

Még egy dolog, amit megtehetiink, az az, hogy a kiilonb6z6 inditasi helyzetekre atlagoljuk az
értékeket, és ezeket hasonlitjuk dssze. Mivel a kezdeti szogértékeket nem allt moédunkban pontosan
lemérni, ezért az energiaértékeket nem tudjuk megadni, csak azt, hogy milyen sorrendben
csokkennek. A szamitast elvégeztiik, a kapott eredmények tablazata:

Atlag (1/s) | Széras (1/s)
1 18 7,1
2 20 8,4
3 13 8,5
4 18 12
5 11 3,5

1. tablazat: Inditasi
helyzetekre dtlagolt Ljapunov
exponensek és azok szordsa
az energia szerint csokkend
sorrendben



Ezeken az értékeken sem latszik jelent6s tendencia, a szdérasok viszonylag nagymértékiiek, az
eltérések pedig nem tudhaték be egyértelmiien valamilyen filiggvényszerli valtozasnak annak
ellenére sem, hogy az 5-6s helyzet energiaja kb. fele az 1-esének.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy a Ljapunov exponensek pontos kimérése nehéz feladat, és a mi
(elég zajos) mérésiink alapjan nem allapithaté meg semmilyen konkrét energiafiiggés.



