Az EM-algoritmus hasznalata
halozattomografiaban

Meérési jegyzokonyv

Rudolf Addm, Kozics Gyérgy

Fizikus MSc.

Mérésvezeto: Stéger Jozsef
Mérés idopontja: 2012. aprilis 25.
Leadas idopontja: 2012. janius 9.


http://complex.elte.hu/komplexlabor/jegyzet_em.pdf
http://complex.elte.hu/komplexlabor/jegyzet_em.pdf

1. Bevezeto

A gyakorlat sordan a szamitogépes halozatok vizsgalataban hasznalt EM algoritmust valositjuk
meg, és hasznaljuk altalunk generalt, valamint korabban mért valos adatok vizsgalatara. Az
algoritmus célja (esetiinkben), hogy egy egyszerli Y elagazas két agaban mért késleltetésekbol
meghatarozzuk a nddusokra jellemz6 sorbanallasi id6ket. Az elméleti hatteret nem részletezem, az
megtalalhaté a http://complex.elte.hu/komplexlabor/halozatok.html internetes oldalon a felhasznalt
adatsorral egyiitt. Csak a kozvetleniil felhasznélt elméletet fogom kozolni.

2. Véletlenszam generatorok, és vizsgalatuk

Els6 feladatunk a szintetikus adatsor létrehozasahoz hasznalt véletlenszam generatorok
megalkotdsa, és a valdsziniiségeloszlasok ellendrzése. Célunk megfelel6 paraméterii egyenletes,
Poisson és Gauss eloszlasu egész szamok legeneralasa. Ehhez C++ programot irtam, és a GSL
fliggvénykonyvtar mt19937 jeld véletlenszam generatorat hasznaltam kiindulasként. Ebbdl ki lehet
csikarni a kivant eloszlasi szamhalmazt, amib6l megfelel6 transzformacidk, és egész szamma
alakitas utan megkapjuk az altalunk kivant adatokat.

1.1. Egyenletes eloszlas

El6szor egyenletes eloszlasu egész szamokat generaltam 0 és 75 kozott. Legeneraltam N = 10 000
értéket, és hisztogramot készitettem bel6lik. Itt az elméleti eloszlas egyszertien

[ eqpenteres | X)= 7—]\; ~133 . A hisztogramot és az elméleti fiiggvényt az 1. dbra tartalmazza.
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1. dbra: 0 és 75 kozétti, egyenletes eloszldsu egész szamok generdlt és elméleti valosziniiségstiiriiség
fliggvénye.


http://complex.elte.hu/komplexlabor/halozatok.html

1.2. Poisson eloszlas

u=>5 paraméter(i Poisson eloszlast is generaltam. A hisztogram el6z6hdz hasonld 6sszevetése
az elméleti fiiggvénnyel a 2.dbrdn lathaté. Az elméleti eloszlas ez esetben
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2. dbra: p = 5 paraméterti, Poisson eloszldst egész szdmok generdlt és elméleti
valdszintiségstiriiség fiiggvénye.



1.3. Gauss eloszlas

Végiil egy p = 50 kozépértékii, o = 25 szorasu Gauss eloszlast generaltam. Az elméleti eloszlas

2
foass (X)=N- 1 -exp(—(x M>) . Ezt, és a kapott adatok hisztogramjat a 3. dbra

oxﬁn 20°

tartalmazza.

180 I I I I I I
Kapott adatok ——

160 + Elmeleti eloszlas _

140

120 .

100 .

80 -

60 - -

20 .

0 | | | | | e 2=
a 20 40 el 80 100 120 140

n

3. dbra: p = 50 kozépértékii, o = 25 szordsu Gauss eloszldsu egész szamok generdlt és elméleti
valdszintiségstiriiség fiiggvénye.

Latszik, hogy mindegyik eloszlas jol visszaadja az elméleti értékeket.



3. EM algoritmus implementaciéja

Az EM algoritmus lényege, hogy meghatarozzuk az adott szakaszokon elszenvedett
késleltetéseket. 3 szakaszbdl 2 utvonal all 6ssze, és mi az atvonalakon elszenvedett késleltetéseket
ismerjiik. A szakaszokat v = {1, 2, 3}, az dtvonalakat A = {2, 3} indexeli. Az id6t kvantaljuk, igy
értéke pozitiv egész szamokat vehet fel, amiket k-val jeléliink. Az id6 kvantalasa utan P, , annak

a valdsziniisége, hogy a v szakaszon a sorbanallas ideje a k-adik binbe esett. (Ezen tdl a kvantalt
adatokat fogom idének nevezni az egyszerliség kedvéért.) Ezeket az eloszlasokat adottnak vessziik.
A 2-es utvonal az 1-es és 2-es szakaszokbdl, a 3-as utvonal az 1-es és 3-as szakaszokbdl all Gssze.

P, , -ksegitségével igy meg tudjuk hatdrozni egy adott mérés valdsziniliségét. Tegyiik fel, hogy
az (a, b) idoket mérjiik a két utvonalon. Ez azt jelenti, hogy az adott eloszlasu valtozék 6sszegének
ezeknek a szamoknak kell lennie, vagyis ha az 1-es szakaszon a késleltetés k, a masodikon a — k-
nak, a harmadikon b — k-nak kell lennie, ennek a valdsziniisége pedig:
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ahol az 0Osszes index nemnegativ. Elméleti megfontolasok alapjan felirhatok a kovetkezd
egyenletek:
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ahol © a hattérben meghiz6dé valosziniiségsilirliségek halmaza. Ezek alapjan MatLab programot
irtam, ami a kovetkezdket csindlta: az adatok megfelel6 kvantdldsa utdn (ha ez sziikséges)
beallitottam a feltételezett valoszinliségeloszlasokat. Ezek egyenletes eloszlassal indultak.
Megkereste az értelmezési tartomany maximumat (B), majd elindult az iteraci6. Ennek soran
kiszamolta I1,, matrixot (feltételekkel megadva azokat a k-kat, amire 6sszegezni kell). Ha megvolt,
a tobbi képlet segitségével 1éptette P-ket. Ezeknél is oda kellett figyelni az indexelés helyességére:
csak pozitiv értékeken futhattak végig. Itt azt is figyelembe kell venniink, hogy I1,, sem lehet 0. Az
iteracios ciklus végén az Osszes P érték valtozasat vizsgaltam. Ha ez egy el6re megadott
kiiszobérték alatt volt, az iteracio leallt. Megjegyzendd, hogy a program egy konvergald szakasz
utan numerikus hibak miatt elszallt, vagyis az € kiiszobérték beallitasa kritikus volt.



4. Szintetikus adatsor kiértékelése

Els6ének 1000 mintabdl allé szintetikus adatsort hoztam létre a fent leirt véletlenszam
generatorokkal. A rejtett paramétereket hoztam létre, mégpedig uigy, hogy az 1-es szakasz eloszlasa
egyenletes, a 2-esé Poisson, a 3-asé Gauss legyen. Ezutan megfelel6en 6sszeadva 6ket 1étrehoztam
az y* és y® adatparokat. Ezeket kiértékeltem az dltalam irt programmal, a kapott eloszlasok a
4. dbrdn latszanak.
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4. abra: Az EM algoritmust megvaldsité program szintetikus adatsorral végzett tesztje. Elég nagy
hibdval ugyan, de felismerheték az eredeti eloszldsok.

A kezdeti eloszlasokbdl ezred nagysagrendii ¢ kiiszobérték mellett az adatsorok formaja ugyan
nem koveti a pontos értékeket, de latszik, hogy megkozelitették az elméleti értékeket. Az egyenletes
eloszlasnak ugyan van egy cstucsa 0 kozelében, de aztan kozel egyenletesen halad tovabb és 70
koriil levag 0-ra. A Poisson eloszlas is megfelel6en 0-hoz kozel hizodik, a Gauss alakunk pedig egy
durvan szimmetrikus, 50-60-ra centralt csticsot hozott létre. Ezt sikernek konyvelem el, és
viszonylag nagy hibaval ugyan, de a kapott adatokat hitelesnek értékelem.



5. Valodi méreés kiértékelése

Megtettiik a megfelel6 el6késziileteket, hogy egy valddi adatsoron hasznaljuk a programunkat. A
megadott id6sor mintabdl szamolt adatokban a megfelel6 fenntartdsok mellet megbizhatunk.

5.1. Kvantalas

Az altalunk kapott minta még (adott pontossaggal) idében van megadva, igy els6 feladatunk, hogy
a kiértékel6 program szamara feldolgozhat6 kvantalt adatsorra alakitsuk. Természetesen a
kvantalassal informéaciot vesztiink, ezért a binek méretét tigy kell meghatarozni, hogy ne legyen
tilzottan elaprozott, mert az lassitja a program futasat és megszaporitja az adatokat, viszont ne is
legyenek til nagyok, mert akkor sok informaciét vesztiink és pontatlan értékeket kapunk.

A kvantalast a kovetkezdképpen végeztem. E16szor megkerestem az adatsor maximumat (barmely
oszlopban el6fordul6 adatok kozott). 0 és a maximum kozotti részt kell egyenld binekre felosztani.
200 részre osztottam fel, két okbdl. Az el6z6 mérésben 170 volt a maximum ugyanekkora
mennyiségli adatparnal. A masik ok, hogy a maximum 6 értékes jegy pontossaggal van megadva, a
tobbi adat tipikusan 5-re, igy a kvantalassal okozott hiba % nagysagrendii lesz.

A kvantalas elvégzésére is MatLab programot irtam. Bevezettem a q = 200/max szamot,
végigszoroztam vele az 0sszes adatot és vettem az egészrésziiket, igy 0 és 200 kozotti egész
szamokat kaptam. Ezt az adatsort mar at lehet adni a kiértékel6programnak.

5.2. Eloszlasok meghatarozasa
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5. dbra: Mért adatsorbol EM algoritmussal kapott valdsziniiségeloszlds a késleltetésekre.



A kapott adatsort ezutan atadtam a programnak. Az eredmények az 5. dbran lathatéak. A k
értékeket g-val leosztva visszakalibraltam idore, hogy szemléletesebb legyen az eredmény. Latszik,
hogy az els6 szakaszon a késleltetés kicsi, lassan lecsengd eloszlast mutat. Itt a cscomagok még nem
talalkoztak utvonalvalasztoval. A kettes és harmas uton egy-egy éles csucsot latunk, amibdl arra
kevésbé a sorbanallas miatt (akkor nagyobb lenne a széras). A két csucs tavolsaga viszont abbdl
kell, hogy fakadjon, hogy a harmas uton koézlekedd csomagnak meg kell varnia, mig az
utvonalvalaszté kiszolgalja a kettes uton haladét. Ebbdl azt is meg lehet hatarozni, hogy a
kiszolgalasi id6 kb. 0,0025 s (feltéve, hogy az adatok masodpercben voltak megadva).



