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1. A mérés elve

A granularis anyagok nagy szamu makroszkopikus részecskébdl allé anyagok.
Ebben a mérettartomanyban a részecskeére hatd gravitacios erd, a két részecske
Osszenyomodasakor fellépd taszitderd €s az érintkezési pontokon fellépd sturlodasi
erd tartozik a legjellemzObb erdhatasok kozé. A részecskék helyzeti energidjdhoz
képest az egy szabadsagi fokra jutd k,T termikus energia elhanyagolhato, igy a
hémérséklet atlagolo szerepe megsziinik. Nem alakul ki stabil egyensulyi helyzet, igy
kiilsd megzavaras nélkiil a rendszer barmely metastabil allapota végtelen sok ideig
fennmarad. A részecskék homogen eloszlasa helyett tehat rendezddés, szegregacio és
komplex strukturak kialakuldsa jelenik meg.

A granularis anyagok leirdsa még nyugalmi helyzetben sem egyszerti. A 0
nehézség ott jelenik meg, hogy a részecskék csak az érintkezési pontokban hatnak
kolcson, amik viszont egy kvdazi-véletlenszerli halozatot alkotnak. A kisérletek
tanulsaga szerint a legnagyobb fesziiltségek lancszerli struktirak mentén lépnek fel,
ezeket erd-lancoknak nevezziik. Mivel az erd-lancok lefutasat az egyes szemcsék
konkrét helyzete hatarozza meg, igy latszolag azonos paraméterekkel rendelkezd
rendszereknek is lehet kiilonb6z0 a viselkedése.

Régobta ismert tény, hogy a szemcsés anyagokban fellépé nyoméas nem irhat6 le
a hidrosztatikabdl ismert P(z) = pgz képlettel. Az oszlop magassagat novelve az
oszlop aljan mérhetd nyomas nem nd a végtelenségig, hanem egy karakterisztikus
magassag folott telitésbe megy, igy végtelen magas oszlop esetén is veéges nyomast

mérhetiink. Ez annak kdszonhetd, hogy a boltivszeriien 1étrejovo erd-lancok az edény



falanak tovabbitjak a szemcsék sulyabol adodo erdt, igy egy bizonyos magassag felett
az egeész anyagot az edény fala tartja meg. A jelenség leirasara 1895-ben Jansen
javasolt egy egyszerli modellt, aminek a feltevései nem mind megalapozottak,

azonban eredményei jol egyeznek a kisérletekkel.

1.1. Janssen modellje

Tekintsiink egy R sugaru fliggdleges henger alaki edényt megtoltve granularis
anyaggal, melynek atlagos striisége p. Tegyiik fel, hogy P(x,y,z) = P(z), tehat a
nyomas csak a magassagtol fiigg. Az anyag minden dz vastagsagl, S = R’n feliiletii
vizszintes szeletének egyenstlyban kell lennie. Egy ilyen szeletre hat a gravitacids
erd, a felette és alatta mérhetd nyomads kiilonbségébdl szarmazod erd €s a falaknal
fellépd surlodasi erd:

pgSdz — dP(z) / dz * Sdz — dFgi = 0.

Feltessziik, hogy a vizszintes iranyban mérhetd nyomas aranyos a fliggéleges
nyomassal: Pn.(z) = KP(z), ahol K egy konstans, az un. Janssen-egyiitthat6. A
surlddasi erérdl pedig feltessziik, hogy felfelé mutat, és a maximalis értékét veszi fel,
tehat dFgic = pKP(z) * 2nRdz, ahol p a fal és az anyag kozotti surlodasi egyiitthato.
Ezt behelyettesitve az egyenletbe majd azt megoldva a kovetkezot kapjuk:

P(z) = Apg(l — ¢™), ahol A = R/(2uK), vagyis z novekedésével a nyomas
exponencialisan telitésbe megy at, a telitddés karakterisztikus tavolsaga pedig A.

Ebbdl kovetkezik a mért (1atszolagos) €s a valodi tomegek kozotti 0sszefiigges:

my(m) = m., [1 — ™).



Az elso feladat ennek az egyenletnek a levezetése volt. Latszik, hogy P. =
Apg, és mivel m = PA/g és m = zAp, igy m, = Alp, ami a végtelen
oszlopmagassaghoz tartozo latszolagos tomeg (A a lap feliilete). Mivel z/A = m/m.,,

rn/moo] .

igy behelyettesitve megkapjuk, hogy my(m) =m,, [1 — ¢

2. A mérés menete

A mérés sordan 20 db milanyag poharba azonos mennyiségli granularis anyagot
mértiink ki. A tomeget elektromos meérleggel mértiink, melynek pontossaga 2g. A
poharakba kimért anyagot egyesével egy d = 4,7 cm atmérdjii hengerbe toltottiik, és
minden betoltés utdn feljegyeztiik a mérleg altal mutatott tomeget. A mérleget a
dugattyu tomegével egyiitt taraztuk, igy azzal a késébbiek folyaman mar nem kellett
foglalkozni. A mérés soran kétféle anyaggal, fajtanként 3-3 filiggetlen mérést
végeztiink. Ahhoz hogy tudjuk, mekkora sulyt anyag van egy poharban, végeztiink 1-
I méréssorozatot ugy, hogy egy poharba kanalanként adagoltuk az anyagokat és
megmértiik a tdmegét poharnak, majd az adatokra egyenest illesztve megkaptuk egy
kanalnyi anyag tomegét. Mivel minden poharba 3 kanalnyit raktunk, igy viszonylag
pontosan meg tudtuk kapni egy pohdrnyi anyag tomegét. A mérési adatok az alabbi

tablazatban lathatoak:

Kanalak szama |,,A” anyag mért tomege (g) |,,B” anyag mért tomege (g)
1 6 6
2 18 18
3 26 26
4 36 34




5 48 42
6 56 50
7 66 58
8 78 68
9 88 78
10 96 86

Az adatokra egyenest illesztettem, majd ebbdl kiszamoltam egy poharnyi anyag
tomeget:
ma = 29,7g

mg = 25,9¢g

A kovetkez0 tablazatban tiintettem fel a hat mérés eredményét. n a poharak szamat, m

a valddi tomeget, m, pedig a latszolatos tomeget jeloli.

,A” anyag B~ anyag
n m(g) m(g)(l.) m(g) (2.) m(g) (3.) m(g) my(g) (1.) m(g) (2.) m(g) (3.)
1 29,7 130 28 26 25,9 |30 24 28
2 /59,4 160 56 50 51,8 |54 48 52
3 89,1 |76 72 62 77,7 |62 56 62
4 118,892 88 74 103,6|70 66 70
5 |148,5 /102 102 88 129,578 74 78




6 178,2/118 114 104 155,486 82 84
7 1207,9 126 126 114 181,3 194 90 92
8 1237,6 138 140 126 207,21102 98 102
9 1267,3 /148 148 136 233,1|108 102 108
10 297 158 156 144 259 112 110 112
11]326,7 164 166 152 2849 118 116 118
121356,4 172 172 160 310,8 122 120 124
13386,1 180 182 168 336,7|128 124 128
14 415,8 186 188 174 362,6|128 130 128
15445,5 190 194 180 388,5 130 134
16 475,2 198 200 184 4144 134 134
171504,9|206 204 190 440,3 138 140
18 534,6 1208 210 194 466,2 140 140
191564,3 1216 214 198 492,1 140 144
20 594 220 208 204 518 146 144

A mérési pontok ¢€s a rajuk illesztett gérbék az alabbi 6 abran talalhatoak:
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Az illesztett gorbékhez tartoz6 m., paraméterek:

»A” anyag

B’ anyag

1. mérés

2241432 ¢

1333£29¢

2. mérés

224,6+3,0 ¢

137,9+2,6 ¢

3. mérés

1992+45¢

140,9£22 ¢

Latszik, hogy az illeszkedés egyik mérésnél sem pontos, ez attol lehet, hogy az
elméleti illesztett fliggvény nem illeszkedik pontosan a valésdghoz. Tovabba az is
latszik, hogy egy anyag két kiillonboz6 mérésénél is kaphatunk jelentdsen eltérd

eredmeényeket.

A Jenssen-egylitthatd kiszamitdsahoz sziikség van az anyagok stirliségére is.
fgy sziikség van a hengerben 1évé anyag tomegére illetve a henger térfogatara. A

sziikséges adatok az alabbi tdbldzatban szerepelnek:

A/1 mérés |A/2 mérés A/3 mérés |B/2 mérés |B/3 mérés
magassag |58 £ 0,5 cm 58,5 £0,5 cm |58 £ 0,5 cm |54+ 0,5 cm 55,5+ 0,5 cm
tomeg 594 ¢ 594 ¢ 594 ¢ 518 ¢ 518 ¢
A henger atmérdje: d=4,7 cm

p =m/V = m/[(d/2)’nh] alapjan kiszamolhat a siiriiség:
pa=588,6 £ 5,1 kg/m’
ps = 545 + 5,0 kg/m’
[tt a tdmegmérés hibajat elhanyagoltam a hosszisagméréséhez képest.
Tovéabba sziikség volt még a surlddasi egyiitthatd meghatarozasahoz is, ehhez

egy eldre elkészitett téglatestet hasznaltunk, aminek 2 oldalara fel volt ragasztva a két



-féle anyag, €s azt egy liveglapra helyezve megmertiik, hogy mekkora szognél kezd el
csuszni a téglatest. Ez alapjan p, = 0,22 és ug = 0,31.
A Jenssen-egyiitthatd megaddsdhoz a A = R/(2uK) illetve a A = m./(pA)

képletre van sziikség. Ezekbél K = RpA/(2um,,) = Rpr/(2um.,).

A Jenssen-egylitthato értéke a kiilonboz6 meérésekben az alabbi tablazatban lathato:

,»A” anyag B~ anyag

1. mérés 0,243 + 0,009 0,269 + 0,009
2. mérés | 0,243 £ 0,009 0,260 + 0,009
3. mérés |0,274 = 0,009 | 0,254 + 0,009

A hibdkat a stirliségmérés illetve az illesztés hibdjabol szdmoltam.
A harom értéket atlagolva megkapom a két anyag Jenssen-egyiitthatdjat:
Ka=0,253 £ 0,009

Kg=10,261 £ 0,009



2. Mikroszkopikus erOeloszlas vizsgalata

A mérés ezen részében az erdlancokkal foglalkozunk.
2.1. Elméleti hatter, a g-modell

A modell alapfeltevése az, hogy az erdlancok kialakitasdban egy kiszemelt szemcsere
feliilrél hatd er6k nem egyenletesen oszlanak meg az 6t tartd szemcsék kozott.
Tekintsiink egy szabalyos racsot, melynek minden racs pontjaiban egy egységnyi
tomegii részecske talalhato. Minden részecske az alatta levo rétegben megtalalhato N
részecskén nyugszik. Egy adott
szemcsére hatd 0sszes sulyerd ennek az N részecskének tovabbitodik véletlenszerii
megoszlasban: az i-edik részecske altal a j-edik részecskének tovabbitott erdt jeldlje a
qij véletlen valtoz6. Hasonloan tart a részecske N felette levd mésikat, az i-edik altal
megtartott silynak w(M, 1), a kovetkezd sztochasztikus egyenletet kell kielégitenie:
w(M, j)=1+, q;(M=1)w(M=1,i)
A modell keretein beliil figyelmen kiviil hagyjuk a qij térbeli korrelacioit és
feltessziik, hogy mindeniitt azonos eloszlast kovetnek. Ez a feltevés az atlagtér
kozelitésnek felel meg. Azt mondhatjuk tehat, hogy a qij valtozoknak eleget kell

tenniuk a:
N
> q,=1
j=1

kényszerfeltételnek. A legegyszeriibb valasztas az, amikor a minden qij készlet
valosziniisége ugyanaz. Megmutathatd, hogy ekkor az egy szemcse altal megtartott

redukalt stly, v =w/M eloszlasfiiggvénye M — oo hataresetben, egy adott eloszlashoz



tart:

NN N—-1 —Nv
Pegyenletes(v)_(N_l) !n

Az is megmutathatd, hogy ha qij -k eloszlasara mas feltevést tesziink,
atlagtérkozelitésben, akkor is hasonl6 eredményre jutunk, nagy v-k eseten:
P(v)=v" ™ ,
ahol a konstans. Azt kaptuk tehat, hogy a szemcséken merhetd erdk eloszlasa
exponencidlisan cseng le. Ez joval lassabb, mint a Gauss-tipiisu e—x2, vagyis ez azt

jelenti, hogy az atlagos erénél 1ényegesen nagyobb erdk stilya meglepden nagy. Ezt

az eredményt ellendriztiik a mérés soran.

2.2. A mérés menete és kiértékelése

Egy henger alaku tart6 aljara egy kartonlapon fekvd indigot erdsitettiink. A tartoba
szabalyos tiveggolyokbol allo szemcsés anyagot toltottiink, amelyre egy dugattytt
helyeztiink és egyikiink raallt. Az erd a szemcsés anyagban az erélancokon keresztiil
tovabbitodik a falnak €s az edény aljdnak. Az edény aljan levd szemcsék
nekinyomodnak az indigonak és a rajuk hatd erdvel aranyos foltot hagynak a papiron.
Ezéltal a papiron levd foltok méreteloszlasabol kovetkeztetni tudunk az eréeloszlasra.
A kisérlet elvégzése soran iigyelniink kell, hogy a golyok

bedntéskor ne hagyjanak nyomot a papiron. Osszesen 6t lenyomatot készitettiink.
Ezeket a megadott képfeldolgozo laborprogramok, illetve a GIMP segitségével
értékeltiik ki. A dobozméret 20, a hattér 220 volt.

Az egyesitett eloszlas a kovetkezd oldalon lathato:
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Lathatoan exponencialis fliggvényt kaptunk, vagyis a méreteloszlasra jo becslést

adott a q modell.



