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1. A mérés célja és elve

A mérés célja tobbféle anyagu és formaju testek rugalmas dallandoinak
megmérése (Young-modulusz, valamint torziomodulusz).

A Young-modulusz mérésének elve:

Egy rudat két végén tamasztunk, és kozépen adott erdvel terheljiik. Ekkor a
rud lehajlasa kozépen:
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ahol s a rad lehajlasa, | a tamasztasi pontok tavolsaga, E a Young-modulusza,
F a radra hato terhel6 erd, | pedig a keresztmetszet masodrendii nyomatéka,
melynek definicidja:

| = [2%df
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Ezt az integralt a rad keresztmetszetére kell elvégezni. Mi kor, valamint
téglalap keresztmetszetli rudakat vizsgalunk, ezekre | értéke:
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ahol R a kor keresztmetszet(i rad sugara, téglalap keresztmetszetli rud esetén a a
téglalap szélessége, b a magassaga (vastagabb iranyba nehezebb hajlitani).

A leirtak csak kicsi (s <//200) behajlasoknal igaz.

Torzidmodulusz mérésének elve:

A torzidmoduluszt egy torzios ingéaval végezziik, melynek G torzidmodulu-
Sza.

G:K_I%,

ahol T a lengésido, 6 a leng6 rendszer tehetetlenségi nyomatéka, K pedig a szal
geometriai paramétereit (I hossz, és r sugar) magaba foglalo allando:
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2. Mérési osszeallitas

A Young-moduluszt egy specialis kétkara emelével mérjiik. A rad tamasztasat
két allithato tdvolsagh €k végzi. A tavolsag leolvasasat egy rogzitett skala segiti.
Az emeld egyik karjara sulyokat akaszthatunk, a madsik karja pedig a rad
kozepét terheli. A sulyok ismert tomegliek, és a kiilonb6zd alatdmasztasi
pontokhoz az erdkar fliggvényében szorzok tartoznak. Ezek segitségével
kiszamithato az effektiv terhelés. A terheld ékkel szemkozt egy letapogatd €k
van, egy kis 6rdhoz kapcsolva, ami precizen méri a behajlas értékét.

A torziomodulusz meréséhez torzids ingat hasznalunk, ami egy terhelheto
keret egy szalra akasztva. A keretben centiméteres kozokkel lyukak vannak,
ahova sulyokat helyezhetiink, valtoztatva ezzel a lengd rendszer tehetetlensegi
nyomatékat. A lengésidot egy fénykapuhoz kotott elektronikus mérdoraval
mérjiik, mellyel 10 lengésidét mériink ezred masodperc pontossaggal.

A mintak (2 rad, a tarcsasulyok ¢€s a torzios szdl) geometriai adatait
csavarmikrométerrel, toldmérdvel, €s mérdszalaggal mértiik le. A torzids
ingandl hasznalt stlyok tomegét elektromos analitikus mérleggel mértiik le.

3. Mérés Kkivitelezése, és az adatok Kkiértékelése

Young-modulusz mérése:

A mérés soran az A2 henger alaku, valamint a V1 téglalap keresztmetszetli
rudat vizsgaltam.

Csavarmikrométerrel megmértem az A2 rad keresztmetszetének atméréjét (d),
valamint a téglalap alaka rad révidebb (@), és hosszabb (b) oldalat. Minden
mérest Otszor végeztem el, és szamoldsaimban az Ot adat atlagat fogom
hasznalni. Az adatok hib4janak (4) az atlagtol vald legnagyobb eltérést vettem.
A mért, és szamolt adatok a kovetkezo tablazatban talalhatok:

1. mérés |2. mérés [3. mérés |4. mérés |5. mérés |Atlag |A
d (mm) 10.060] 10.055] 10.050] 10.055] 10.055] 10.055] 0.005
a (mm) 7.090 7.070 7.065 7.070 7.070( 7.073]|0.017
b (mm) 12.440| 12.435] 12.435] 12.430] 12.430[12.434]|0.006

A mérés két részbdl allt. A rud behajlasat megmértem egyrészt allandd hossz
(ami a relativ hiba csokkentése érdekében minél nagyobb), és tobbféle terhelés
mellett, ezzel igazolva a terhelés €s behajlas kozti linedris kapcsolatot, valamint
meghatérozott terhelés mellett, és valtozo hossz fiiggvényében.

A terhelésfiiggd esetben a tdmasztasi ékek tavolsaga mindig | = 38 cm.



3.1 Az A2 hengeres rud Young-moduluszanak meghatarozasa

Az elsé eset (terhelésfiiggés) mérési adatait (m effektiv tomeg, S behajlas,
valamint az effektiv tomegbdl szamolt F erd) tartalmazza a kovetkezd oldalon
1év6 tablazat az A2 (hengeres) rid esetében (g = 9.81 m/s’~tel szamoltam):

m (g) [s (mm) [F (N) |
1000/ 0.50 9.810]
1750 0.73[17.168
2000] 0.82[19.620]
2250 0.89]22.073
2500| 0.98]24.525
2750| 1.07[26.978
3000 1.14[29.430]
3250| 1.22[31.883
3500 1.29]34.335
4000|  1.46]39.240]
4500|  1.64[44.145

Az s adatokat abrazoltam F fiiggvényében, ¢és az adatokra a;F + b; egyenleti
egyenest illesztettem a gnuplot nevii programmal. Az adatok, és az illesztett
egyenes grafikonja:
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A program altal illesztett paraméterek koziil szamunkra csak az egyenes
meredeksége érdekes, a tengelymetszete nem.

a; = (0.0330 + 0.00026)10° m/N



Tudjuk, hogy ez esetben igazak a kovetkezok:
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kor kor

ahol R =d/2, és AR = Ad/2.

1° =0.055m°, é&s A(|3):3AT'|3:3A|-|2 =43-10"*m?

Al abszolat hibat 1 mm-nek vettem (a mm skala leolvasasi hibajanak
kétszerese). Tehat:

1 PP 1 0.055m*N

R N b —=9.933-10°Pa
4841, 485.018.10°°m*.0.033-10°m

koér

A Young-modulusz hibaja:

3
AE, = (Al'kﬁr + AI(L )+ Aalel ~1.8-10°Pa
a'1

kor
Osszefoglalva az A2 rid Young-modulusza:
E =(9.9+0.18)-10° Pa

3.2 A V1 téglalap keresztmetszetii rud Young-moduluszanak kiszamitasa

Ez esetben a ruddal kettd, az el6z6hoz hasonldé menetli mérést végeztem. Az
els6t a rad egyik, a masodikat a masik oldalaval. Mivel a mérés menete, €s a
Young-modulusz meghatarozasa majdnem teljesen megegyezik az A2 rad
esetében leirtakkal, nem fogom részletezni a szdmolast.

A mért, és szamitott adatpontok a rovidebbik oldal (a) esetén, valamint az s(F)
fliggvény az illesztett a,F + b, egyenessel a kdvetkezé oldalon talalhatoak.



m (g) [s (mm) |F (N)
750 0.29( 7.358
1000 0.35( 9.810]
1250 0.41(12.263
1750 0.52(17.168
2250 0.64| 22.073
3500 0.96] 34.335
4000 1.09] 39.240]
4750 1.27] 46.598
5250 1.41]51.503
6000 1.65] 58.860]
6750 1.85] 66.218
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A fent mar leirt képletekkel:

E, =(1.71+0.049)-10"°Pa
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A hosszabb oldalt (b) terhelve ugyanigy:

m(g) |s (mm) [F(N) |
1000{ 0.38] 9.810]
1500 0.46] 14.715
2000] 0.50] 19.620]
2500] 0.54| 24.525
3000] 0.59] 29.430]
4000]  0.67[ 39.240|
5000/ 0.76] 49.050]
6250] 0.82| 61.313
7500] 0.98| 73.575
8750] 1.09| 85.838
10000  1.19] 98.100]
11500 1.32]112.815
13000  1.47]127.530]
15750 1.77| 154.508]
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AItéglalapb = (3? + Fjl téglalap 9.8-10 12m4

A fent mar leirt képletekkel:
E, =(1.60+0.049)-10"°Pa



Az elmélet alapjan:

ﬁ _ Itéglalapa

a2 Itéglalapb

a3 * lisglaiapp  0.0091- 36.66
a, - | 0.0262-1.13

=1.073

téglalapa

Az elmélet szerint ennek egynek kell lennie. A fennall6 hibaforrasok mellett
ez j6 eredménynek tekinthetd.

3.3 Behajlas fiiggése a rud hosszatol

A behajlas hosszfiiggéset a V1 jelzesli raddal végeztem, a rovidebbik oldalat
terhelve.

I (cm) [I*3 (cm”3) |s1 (mm) |s2 (mm) |s (mm)
38 54872 0.59 1.95 1.36
36 46656 0.44 141 0.97
34 39304 0.40 1.24 0.84
32 32768 0.36 1.07 0.71
30 27000 0.41 0.97 0.56
28 21952 0.33 0.88 0.55
26 17576 0.35 0.82 0.47
24 13824 0.31 0.72 0.41
22 10648 0.29 0.61 0.32
20 8000 0.33 0.60 0.27
18 5832 0.30 0.50 0.20

Az s, értékek 1000 g, az s, értékek 6000 g effektiv terhelés mellett lettek
mérve. Mivel a terhelésre nézve a kihajlas linearis, ez azt jelenti, hogy 5000 ¢
terhelés s, — s; = s kihajlast okoz. Erre a kivonasra azért van sziikség, mert a
miszer a surlodas miatt nem tud rendesen visszaallni a nullpontra.

I° fliggvényében abrazoltam az s kitérést, és az adatpontokra s = a,l° + by
egyenletli egyenest illesztettem. Az adatpontok, és az illesztett egyenes
grafikonja a kovetkez6 oldalon lathato.
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ahol AF/F-et 1%-nak vettem. Osszefoglalva:

E,=(1.4%0.12)-10"Pa

3.4 Torziomodulusz mérése

A torzids szal | hosszat mérdszalaggal, d atmérdjét pedig csavarmikrométerrel
mértem. | = 59.5 cm adodott. Az atmérét tizszer megmértem, és mind a tizszer
d = 0.51 mm adddott.

: s . L apd , . m +m
A sz4l G torzidmoduluszara elméleti megfontolasok alapjan a G = K ———2

m
képlet adodik, ahol K = T m; és m, a két tarcsa tomege, m pedig a T*(a%)
adatpontokra illesztett egyenes meredeksége.

a egy tarcsa tavolsaga a
forgasponttol, T pedig az ehhez tartozo lengésido.



m; és m, értékeket lemértem analitikai mérleggel, és a kovetkezoket kaptam:
m; = 196.2851 g, m, = 196.8440 g. (Sorrendben: 6-os és 7-es szamu tarcsak.)

Ehhez lemértem a torzids inga lengésidejeit minden lehetséges a értéknél. A
miszer 10 lengésidét mért. Az a értékeket, az ezekhez tartozo 10 lengésidot,
valamint az ezekbél szamolt a° és T értékeket a kovetkezd tablazat tartalmazza
(T? értékekben mar 1 lengés ideje szerepel):

a(cm) [10T (s)[TA2 [a*2 (cm”2) |
0| 55.14| 30.41 0l
3| 67.71] 45.85 9|
4] 76.26] 58.15 16
5/ 86.06] 74.07 25
6] 96.66] 93.44 36
7] 108.00] 116.65 49|
8] 119.97 143.94 64
9] 131.32][172.45 81

T? értékeket dbrazoltam a’ fliggvényében, és az adatpontokra ma’ + b
egyenleti egyenest illesztettem. A mert adatok, és az illesztett egyenes
grafikonja:
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Az egyenes meredeksége:
m = (1.764 + 0.0064) 10* s*/m*

1
A fenti képlet alapjan K ~3.537-10" ok



Ezek alapjan:

G —3537.10% . 0.196 +0.196
' 17640

Pa =7.88-10"°Pa..

G mérésének hibgja:

Al Ar  Am +Am, Am
AG=| —+4—+—1 2 + -G
I r m, +m, m

A kovetkezd értékekkel szamoltam: A/ = 0.5 mm (a mérdszalag leolvasasi
hibaja), Ar-t elhanyagoltam, mert 10 mérésre szazadmilliméter pontossaggal
megegyez6 eredményt adott. Am; = Am, = 0.0000005 kg. 4m a gnuplot altal
megadott abszolut hiba. Az értékeket behelyettesitve az eredmény
Osszefoglalva:

G =(7.88+0.035)-10"°Pa

Az illesztett egyenes korrelacids egyiitthatoja: 0.99996017. Ez nagyon jonak
tekinthetd, ezzel a Steiner-tételt is igazoltuk.

3.5 Ures inga tehetetlenségi nyomatékanak meghatarozasa

Az ilres inga tehetetlenségi nyomatékanak meghatdrozasahoz elobb ki kell
szamitanunk az egyes tarcsak tehetetlenségi nyomatékat. A tarcsdk atmérdjét
megmértem tolomérdvel, és ezt kettovel osztva a kovetkezd értek adodott
mindkét tarcsara: R = 0.0225 m, 4R = 0.000125 m. A tomegiiket ismerjik, igy
tehetetlenségi nyomatékuk:

Z) :EmiR2
2

A kovetkezd értékek adédtak: 6, = 4.96-10°kgm?, és 6, =4.98-10kgm® .
Hab = (30.1 £ 0.28) s* a fent illesztett egyenes tengelymetszete, és 0 az iires
keret tehetetlenségi nyomatéka, akkor:

0, = G?b ~0,-60,=5.72-10"*kgm?



A90:(£+A—b+&j6—b+ pBR L AM: | [5AR A | 0,085.10 kg
G b K/K R m m,

4. Eredmények osszefoglalasa

Az A2 jelzésii, hengeres rad Young-modulusza:
E=(9.9+0.18)-10°Pa

A V1 jelzésti, téglalap keresztmetszeti rud vékonyabb oldalhosszaval
kiszamolt Young-modulusza:

E, =(1.71+0.049)-10"° Pa
Ugyanez a vastagabb oldallal:
E, =(1.60+0.049)-10"°Pa
A vékonyabb oldalon mért torésmutato a hossz valtoztatasaval kimérve:
E,=(1.4+0.12)-10"Pa
A vékony torzids szal torziomodulusza:
G =(7.88+0.035)-10"Pa
A torzids inga lires keretének tehetetlensegi nyomatéka:

6, =(5.72+0.085)-10*kgm’

T a3 _ Itéglalapa
Ezenkiviil a = |
2 téglalapb

kisérletileg igazolni.

elméleti Osszefliggést, és a Steiner-tételt is sikertilt



