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1. Az inga fizikai hattere

A matematikai inga egy egyszerii fizikai modell, amiben egy sulytalannak
tekintett [ hosszisagi merev rud végén egy m tomegl tomegpont van felfiig-
gesztve. Newton egyenletét felirva forgomozgasra:

o= "M, (1)
ahol I = mli? az inga tehetetlenségi nyomatéka, ® a nyugalmi helyzet-
t6l szamitott kitérése radianban, Y M pedig a radra haté forgatonyoma-
tékok Osszege. Ha az inga gravitacios térben van, és a felfiiggesztésnél egy
A - cos(wyt) fiiggsleges iranyu erdvel periodikusan mozgatjuk, ez két részbol
all Ossze:

e A graviticio hatasa: M, = —lmgsin ®
o A gerjesztés hatésa: My = A - cos(wyt) - sin @
gy az egyenlet:

ml*® = —Imgsin® + A - cos(wyt) - sin ®. (2)
Az egyenletet atrendezve, és bevezetve az a = ﬁ gerjesztési amplitidot,
kapjuk:
d = —g(l—a-cos(w t))sin (3)
== ’ )

Ez a periodikusan gerjesztett csillapitatlan matematikai inga differenci-

alegyenlete. Az a gerjesztési amplitudo eltiinése esetén visszakapjuk a ger-
jesztetlen inga egyenletét.



2. Az egyenlet megoldasa

Az egyenletet numerikusan, negyedrend, fix 1épéskdzii Runge-Kutta mod-
szerrel oldottam meg. Mivel a modszer elsérendi egyenletrendszerek megol-
déasara alkalmas, ez pedig masodrendii egyenlet, visszavezettem egy els6rend
egyenletrendszerre a kévetkez6 modon:

d=w
.y .
w=-7 (1 —a-cos(wyt))sin
A negyedrend Runge-Kutta modszer azért jo, mert viszonylag egyszerti,
de a legtébb probléma esetén kellen pontos eredményt ad. En a fix 1épés-
kozi modszerrel dolgoztam, de bizonyos problémaknal tanicsos adaptalni a
lépéseket.

3. A program tesztelése

Az egyenlet és a program ellenGrzése végett vizsgaltam elGszor az a = 0
esetet, ami a gerjesztetlen inganak felel meg. Kiilénb6z6 kezdeti kitérésekre
vizsgdltam az inga mozgasat. g = 9,81m/s? és | = 1m esetén kis kitérésekre
a varakozéasnak megfelelGen 1s koriili félperiodus id6t kaptam, nagyobb kité-
résekre ez megnétt. Lépéskozként df = 0, 01s-ot hasznaltam, és 60 000 1épést
futtattam, vagyis tiz percen keresztiil léptettem a rendszert. Kis kezdeti ki-
tésérnél ez kb. 3000, nagy kitérés esetén joval kevesebb, de még mindig t6bb
szaz periodust jelent. Az 1. és a 2. abrakon kirajzoltam ezen két eset fazis-
térbeli trajektoridit. Lathatoan mindkét esetben jol zarodo gorbét kapunk,
igy a gyorsan lefutd szimulacié eredményét pontosnak tekintem, tovabbi sza-
mitasokra alkalmasnak tartom.



4. Kaotikus mozgas

A gerjesztett inga sajat, és a gerjesztési frekvencia, valamint amplitado fiigg-
vényében mozoghat kaotikusan. A kaotikus mozgas jellemzésére egy modszer,
hogy a gerjesztés periddusidejének megfelels id6kozonként mintat vesziink a
fazistérbol. Ezt stroboszkopikus metszetnek hivjuk. Az ilyen nemlinearis
rendszerekre jellemz6, hogy a paraméterektsl fiiggGen mindségileg kiilonbozo
tipustt mozgasokat produkal. Néhany valasztott paraméter osszeallitasra ab-
razoltam a stroboszkopikus metszeteket. Az atfordulasokkor nem hajtogat-
tam vissza az értékeket —m és m kozé. A 3.-8. abrakon néhany példa lathato.
Az esetek leirdsa a képalairasokban lathato.

5. A fels6 egyensiilyi helyzet stabilitasa

Bizonyos esetekben a fels§ egyenstlyi helyzet, azaz a ® = 7 stabilla valhat.
Ehhez két feltétel sziikséges:

Zszo (4)
ddZ@M < 0. (5)

Az els§ egyenletiink minden esetben teljesiil, ugyanis:

>oM| - —%(1—a-cos(wgt))@%q3 —0. (6)
A masik egyenlet érdekesebb: '
a4 —g(l —a-cos(wgt))sin®| = —g(l — a - cos(wyt)) cos @
dt 1 .1 el
= % (1 —a-cos(wgt)) . (7)
Ebbdl:
a - cos(wyt) > 1. (8)

Ez a > 1 esetén véges ideig mindig érvényesiil. Hogy a hatasa hosszan
tarto legyen, alacsony frekvenciat kell valasztanunk. Ehhez a = 10-et és
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wy, = 0,05-6t valasztottam. A fenti kifejezés ¢ = arccos(1/10)/0,05 =
29,41s-nal csokken egy ala, vagyis ez el6tt a fenti helyzet stabil, a lenti
pedig instabil, és ennél a t-nél megfordul. A 9. és 10. abran abrazoltam
ez esetben az inga szogének id&fiiggeését és a fazistérbeli trajektoridkat. Jol
lathato, hogy elébb & = 7 koriil, majd & = 27 koriil oszcilldl, ami a pe-
riodicitds miatt természetesen ekvivalens a ® = 0-val. A szimulacié végén
épp megint atvalt a mozgés, és ismét a fenti helyzet koriil kezd oszcillalni.
Az is megfigyelhetd, hogy ahogy csokken a gerjesztGerd, a valtasok kozelében
mindig nagyobb az amplitidé, majd megtorténik az atbillenés.
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1. dbra. Az inga fazistérbeli trajektoridja gerjesztésmentes esetben,
O(t = 0) = 7/100 kezdeti kitérés esetén. A trajektoriak jol zarodnak.
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2. abra. Az inga fazistérbeli trajektoriaja gerjesztésmentes esetben,
O(t = 0) = 7 kezdeti kitérés esetén. Ez egy instabil egyensiilyi helyzet, ami-
b6l a numerikus hibadknak készonhet&en kibillen a rendszer. A trajektoriak

itt is jol zarodnak.
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3. abra. Stroboszkoépikus metszet. a = 20,w =~ 7, T = 4s. Latszik, hogy
a szabalyos id6kozdnként vett mintédk szabalytalanul kovetik egymaést. Az
is latszik, hogy elGszor egy teriileten, azaz atfordulds nélkiil mozog az inga,
majd véletleniil taladlkozik az inga és a gerjesztés fazisa, hogy az inga atfordul,
majd ismét az egyensuly koriil mozog.
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4. abra. Az elfordulési szog idéfiiggése. a = 20,T = 24s. Viszonylag alacsony
frekvencias gerjesztés. Az inga az egyensuly koril mozogkozel a periodikus-
hoz, majd tobb atfordulast végez, aztan ismét az egyensily koriil mozog.



5. abra.
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Az el6z6 példa stroboszkopikus metszete.
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véletlen mozgas, majd egy id6 utan az egy periddussal odébb 1épés.
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6. dbra. a = 1,2,w, = 3,761/sT, = 1,67s. A gerjesztGers a gravitacioé nagy-
sagrendjébe esik, a frekvencia pedig alig nagyobb az inga sajat kis kitérést
frekvenciajanal. Ez lebegési jelenségeket hozhat létre. Latszik, hogy elGszor
az egyensiilyi helyzet koriil mozog az inga néhany atpordiiléssel, majd a ger-
jesztés és a lengés fazisa gy talalkoznak, hogy az inga hirtelen pérogni kezd,
és a szimulacio végéig ez le sem All.
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7. abra. Az el6z6 példa stroboszképikus metszete. A porgés kdzben nyomon
kovethets a sebesség ingadozasa kb. a két frekvencia kiilénbségekén (w, =
1, 2wy, ahol w, az inga sajatfrekvenciaja kis kitérések esetén).
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8. abra. Végiil ugyantugy a = 1, 2-es gerjesztési amplitudon, de alacsonyabb,
wy = 0,631/s-0s frekvencian, azaz T" = 10, 03s-0s gerjesztési periodusidével.
Mivel a periédusid6é nagy, a stroboszkoépikus metszeten kevés pont van, de
latszik, hogy az inga atfordulasokat végez mindkét irdnyba, rdnézésre vélet-
lenszertien. Ez a mozgés kaotikus.



11 T T T T T T T T

Ph|
10 Pi ——
2+Pi |
9 |

gl W ||||| U |||||||II||| I =
il T L

Phi

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

9. dbra. a = 10, w, = 0,05. Lasst valtozas a folsé és az alsé egyenstlyi
helyzetek stabilitdsa kozott.
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10. abra. A fenti eset a fazistérben. Jol megfigyelhetGek a kiilonb6z§ helyze-
tek koriili oszcillaciok valtozd amplitudoval.



