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1. Bevezetés

Az ipari rendszerek, {izemek, bonyolult gépek altalanos leirdsara gyakran
nagyrendszereket hasznalunk. Ezek absztrakt rendszerek, amiknek sok szam-
szeriisithetd paraméteriik van, amik bonyolult, esetleg ismeretlen folyamatok
eredményeként allnak els. Ezeket modellezni tudjuk valamilyen eloszlasiu vé-
letlen valtozokkal. A rendszernek van tehat adott szamui paramétere, amik
az id6 elérehaladtaval véletlenszertien, de megadott (ismert, vagy ismeretlen)
eloszlas szerint valtoznak. Ennek szimuldlasara programokat lehet irni, majd
szimulalni a rendszer miikodését, és ezzel vizsgalni a paraméterek esetleges
extrém értékeit, Osszefiiggéseit.

Feladatom a fiktiv ELTEc nevldi nagyrendszer vizsgalata volt.
Ennek N. = 100 paramétere van, ezek eloszlasa normalis. Az i-ik paraméter
varhatoértéke p;, szordsa s;. A rendszer akkor tekintheté biztonsagosnak,
ha az O1, O,, O3 paraméterek alatta maradnak az My, M,, M3 limiteknek.
A kérdés az, hogy hogyan allapithaté meg, hogy fennall-e az Oy, Oy, O3
paraméterek kozott linearis fiiggvénykapcsolat?

Az ilyen rendszerek leirasara és vizsgalatara a statisztika széles és jol
definialt eszkoztarral rendelkezik.

2. Modellalkotas

A nagyrendszerek paramétereinek egy bizonyos kombinaci6jat a rendszer al-
lapotanak nevezziik. Jelolje ezeket O;(t), ahol i = 1,..., N,.. Ezeket diszkrét
idopontokban szokas vizsgalni:  O;(t;), ahol 7« = 1,...,N. ¢és
to =0 <t <ty <...<t, A jelolés egyszeriisitése érdekében azonban
vezessiik be a t, — k helyettesitést. A szimulaciokat ismételten lefuttatva
ugyanarra az értékre tobb eredményt is kapunk. Tehat ha a szimuliciot
M-szer futtatjuk, a kovetkez6 minta all rendelkezésiinkre:

O,;(k), ahol (i=1,....N,), (k=1,....n), (j=1,....,.M) (1)



2.1. Alapmennyiségek

Nagy M esetén becsiilni tudjuk a statisztikai paramétereinket. A p; atlag
becslése:

(k) = 37 3 Oui(h ©)

Az s? szorasnégyzet becslése:

0 = 57 > (0w k) = k) )

M — oo esetben ezek elvileg konvergalnak a becsiilt értékekhez.

3. Korrelaciok bevezetése

Feladatunk a paraméterek kozotti Osszefliggések keresése, sziikségiink van
tehat egy olyan mennyiségre, ami azt jellemzi, hogy két valtozé mennyire
valtozik egylitt, azaz mennyire korreldl. Egy & és egy n valoszintiségei valtozo
korrelacioja alatt a kovetkezGt értjiik:

clelny = THEST N B0, (1)

ahol E a varhato érték, D pedig a szoéras képzés operatora.

3.1. Pearson-féle korrelacid

A korrelacio becslésének legelterjedtebb forméja a Pearson-féle korrelacios
egyiitthato, ami a kévetkezdféleképpen 4ll el6:

) — L 3 Oualh) = (4] 00, () = k) -
’ M ~ 5i(k)si(k)
7j=1

Ez a statisztikai fliggvény a C;;(k) korrelacios egyiitthato becslésére szol-
gal. Ez a szam a valtozok kozotti lineédris kapcsolatra érzékeny, ezt kell
tehat hasznalni esetiinkben. Bizonyitas nélkiil: egy £ és egy n valoszind-
ségi valtozokra C{{|n} = 1 akkor és csak akkor, ha & és n kozott linearis
fiiggvénykapcsolat van. Az r;;(k) mennyiség azonban csak empirikus becs-
lést ad a valodi korrelaciorol, vagyis valahogy el kell donteniink, hogy adott
hiba mellett valodi effektust jelez a kapott érték, vagy pedig csak a mintabol

szarmazo6 ingadozas jelentkezik.



4. Hipotézisvizsgalat

Megmutathato, hogy Adott C{{|n} korrelacios egyiitthato esetén a becslésre
adott r;;(k) valoszintiségi valtozo eloszlasa, ha n és € normélis eloszlasiak:

M -2

(1— M2 - )M/ (rC), (6)
™

fM(T,C> =

ahol

:L,JW—Q

har(rC) = /0 V1—22(1 —rCx)M-1

Lathato a (6) formulabol, hogy C = 1 esetén az eloszlas a (1 — C?) tag
miatt majdnem mindeniitt 0-hoz tart. Ez azt jelenti, hogy ha a C = 1
egzaktul teljesiil, akkor r becslésre is pontosan 1-et fogunk kapni. Ellenkez6
esetben adott a konfidenciaszint mellett konfidencia-intervallummal fedhet-
jik le C valosi értékét. Ez azt jelenti, hogy pl. a = 5%-os konfidenciaszint és
adott r becslés mellett megadjuk azt az intervallumot, amibe C valodi értéke
1 — a = 95% valoszintiséggel beleesik. Ezzel azért kell foglalkoznunk, mert
C nem egzakt 1 értéke esetén is lehet linearis fiiggvénykapcsolat egyrészt a
mérési hibak, masrészt az adatok esetleges transzforméacioja miatt.

r eloszlasa bonyolult és aszimmetrikus, igy nehéz lenne bel6le megha-
tarozni a konfidencia-intervallumot. Az eloszlas szimmetrizalasa érdekében
bevezetjiik a

dx. (7)

147
1—r

(8)

mennyiséget. A valddi C értékek is ugyanilyen médon transzforméalod-

nak. Az igy kapott z eloszlasat méar kozelithetjiilk Z = %ln% varhato

értékid és D? = M#f?) szoorasnégyzetd normalissal, amibdl mar ki tudjuk szé-
mitani a konfidencia-intervallum hatéarait, amit majd visszatranszformalunk
az r-nek megfelel§ értékekre. Ha megkapjuk a z értéket, akkor a konfidencia-
intervallum hatarai 2. = z £+ D~ lesznek, ahol v a konfidenciaszinttdl fiiggd
érték. Ez o = 0,05 esetén v = 1,96. Ezeket utdna az r. = th z4 inverz miive-
lettel visszatranszformaljuk. Ezek lesznek a keresett konfidencia-intervallum

hatarai.

1
z=—1In
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5. Példa

A fent leirtak konkrét adatokon térténé bemutatasara MATLAB programot
irtam. Fzzel M = 100 futasra legeneraltam az Oy, O, és O3 adatsorokat a
kovetkezéképpen. Az Oi-hez p; = 10, s; = 3-t valasztottam, Os-hdz pedig
p2 = 20, s = 10-t. Ezek egymastol fiiggetlen, azaz korrelalatlan adatok lesz-
nek. Os-at a kovetkezSképpen generaltam le:
Os; =2-01;+0,2-0,, +2 Vjre. Az idsfiiggéssel nem foglalkoztam,
mindezt egy id6pontra szamitottam ki.
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(a) O1-O4 szorési diagram (b) O1-O3 szérasi diagram

1. abra. Latszik, hogy az O; és O, valtozok fiiggetlenek, az O; és O3 valtozok
kozott viszont hibaval terhelve ugyan, de erés korrelacio van.

A MATLAB beépitett corr fiiggvényével kiszamoltam az adatsoraim ko-
zOtti korrelaciokat. Most az O1-O, és az O1-O3 adatokkal fogok foglalkozni.
Ezekre az r o = 0,0754 és r13 = 0,9626 értékeket kaptam. Ezeknek a
212 = 0,076 és 213 = 1,980 értékek felelnek meg. 5 %-os konfidenciaszinten

mindkettshoz a £Dvy = ;—gg = 0,199 értéket kell hozzaadni a hatarok kisza-

mitasahoz. Igy a 215 = —0,123, 215 = 0,275, valamint a 2,3 = 1,781
és 2134+ = 2,179 értékeket kapjuk. A visszatranszformalas utéan:

r - +
1,2 | -0,123 | 0,268
1,3 | 0,945 | 0,975

1. tablazat. Korrelacios egyiitthatok konfidencia-intervallumanak hatéarai.
Latszik, hogy az 1 és a 3 valtozo kozott joval nagyobb értékeket kapunk,
mint az elvileg fliggetlen 1 és 2 adatsorok kozott.



Az O és Oj értékek szandékosan dgy voltak megkonstrualva, hogy le-
gyen kozottiik valamilyen, 1-nél kisebb, de hozza kozeli korrelacio. Ezzel
Osszhangban vannak a kapott eredmények. Az O; és O, adatsorok elvileg
fiiggetlenek, igy 0-hoz kozeli értéket varunk. A rédjuk kapott r érték valoban
kicsi, és a konfidencia-intervallum tartalmazza a 0-t, rdadasul kozel szimmet-
rikus rd. Hogy az egzakt linearis kapcsolaton kiviil mit neveziink linearis
fliggvénykapcsolatnak a fizikdban, az rajtunk malik, &m az 1-hez kozeli kor-
relacios egyiitthatoval rendelkezd adatpar halmazokat altaldban linearisnak
tekinthetjiik, vagyis kijelenthetjiik, hogy az O; és O3 adatsorok lineéris kap-
csolatban vannak, am valamelyik adatsor (vagy mindketts) hibaval terhelt.
Az adatsorok konstrualdsanal pontosan igy probaltam létrehozni az értéke-
ket.

6. Osszefoglalas

Dolgozatomban a matematikai hattér részletezése nélkiil megmutattam, ho-
gyan kell normaélis eloszlasi valoszintiségi valtozok kozott linearis kapcesolatot
keresni. Bemutattam a felhasznélt matematikai mennyiségeket, az idevago
modszereket az adatok analiziséhez. Példa gyanant generdltam adott nor-
malis eloszlasu fiiggetlen és korrelalt adatsorokat, majd elvégeztem rajtuk a
leirt analizist, ami a vart eredményt hozta.

Felhasznalt irodalom:

e PAL Lénard: Megjegyzések nagy rendszerek bizonytalansagi analizisé-
hez



