1. The Cournot Duopoly

(a) A legjobb valasz fuggvény a jatékra vonatkoztatva az dsszes jatékos altal Iétrehozott
stratégiaprofilon van értelmezve, és szintén stratégiaprofilra képez. Esetlinkben ez egy
egyszerli R*-IR> fliggvény lesz, mert a stratégiakat valos szamokkal tudjuk jeldlIni, és a
legjobb valasz figgvények nagy szerencsénkre egyértékiiek. Esetinkben a jaték legjobb
valasz fuggvénye:

1 1
R(qpqz): E(M_C_qz):E(M_C_ql)

Most azt kéne belatnunk, hogy a fluggvény teljesiti azokat a kritériumokat, amik
biztositjak, hogy egy Nash-egyensuly legyen. Ezek a kdvetkezdk:

. Kompakt, konvex taromanyon van értelmezve. Mivel az értelmezési tartomany

IR* egy zart részhalmaza, ez telejsll.

. A kifizetésfuggvényeknek konkavnak kell lennie. A kifizetésfuggvény ilyen alaku:

u,=(M —c—(q,+q,))q.=—q1—q,(M —c—q,) . Ez egy lefelé nyilé parabola, ami konkav.
Ugyanez a masik jatékosra is igaz. Tehat ez a feltétel is teljesul.

. R leképezésnek kontrakcionak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy (esetlinkben)
valamilyen tavolsagfogalmat definialva a stratégiaprofil pontjai k6zott barmilyen pontpar
tavolsaga nagyobb, mint a képeik tavolsaga. Ez biztositja, hogy a jaték soran a stratégiak
konvergaljanak és bealljon az egyensuly. Arra jutottunk, hogy ezt belatni bonyolultabb,
mint amilyennek elsére latszik, igy nem bizonyitottuk.

(b) Miért nem érdemes a jatékosoknak kevert stratégiat hasznalniuk? Azért nem, mert —
mivel a stratégiakat egy valds intervallumon elhelyezked6 szamokkal tudjuk reprezentalni -
a kevert stratégiaknak megfelel egy koztik elhelyezkedd tiszta stratégia. Es mivel a
kifizetésfliggvények konkavak, a tiszta stratégiahoz biztosan nagyobb kifizetés tartozik,
mint a neki megfeleld barmilyen kevertnek.

2. Best Response Functions in Pure Strategies and Fixed
Points

A jatékosok valaszfliggvényei az ellenfelek rogzitett stratégiaprofiljahoz rendel egy, vagy
tobb stratégiat, ami az adott profil mellett a legjobb kifizetést eredményezi. Ez tobbértéki
fuggvény is lehet. Egy stratégiaprofil akkor Nash-egyensuly, ha a jaték legjobb valasz
fuggvénye dnmagat rendeli hozza.

Az elsé jaték esetén:

AI,CI] , Rl(Bz) )
Bz,Cz} ) Rz(Bl):{Az,Cz}

A, 1120,15) |416.16) | (16.16)
B, | 118.9) [, (12.8) [[(18.9)
C, [20.15) [Fi6.16) [(18.9)

Mind a legjobb valasz fuggvényekbdl, mind a rajzbdl lathato, hogy nincs Nash-egyensuly.



Masodik jaték:
Ez egy zérus 0sszegU jaték. A sorjatékos minimalizal, az oszlopjatékos maximalizal.

Rl(Az):{Cl} ) R1<B2):{Bl} , Rl(cz):{Al}
Rz(A1>:{A2} , Rz(Bl):{Cz} ) Rz(cl):{cz}
A 1B, |5
Alol1]7
B, | 4127 3
C,l9lolo

Latszik, hogy R(B, B,)=(B, B,) , vagyis a B, B, stratégiapar fixpontja a jaték legjobb
valasz fuggvényeének, azaz egyensuly lesz.

Harmadik jaték:

RR(CC’CL)z{DR] ) RR(DC’CL):{CR} ) RR(CC’DL):{CR} ) RR(DC’DL):{DR]
RC(CR’CL):[DC} ) RC<DR’CL):[CC} ) RC(CR’DL):{CC} ) RC(DR’DL):{DC}
RL(CR’CC):{DL} ) RL<DR CC):{CL} ) RL(CR’DC):{DL} , RL(DRJDC):{CL}
Larry C Larry D
Colin Colin
C D C D
Cl(1.1.-2)] (4.3.1) 4 g C lod3-2-1) [ (-6.-6.12)
Rose (2421 (:5.-5.10) [:-%E,a} 23

Habar a nyilazas kicsit kaotikus, ki lehet silabizalni, hogy a (Dg, Cc, C.) és a (Cg, Cc, D.)
stratégiaprofilok egyensulyt jelentenek.

3. Best Response Function in Mixed Strategies

Harom jatékra kiszamoltuk, hogy van-e egynesuly kevert stratégiakra, és ha van, akkor
mi az. A mod az, hogy mindkét jatékos tiszta stratégiaira meghatarzzuk a kapott kifizetést
a varhaté érték alapjan, ha a masik jatékos kevert stratégiat jatszik. Majd ezeket
O0sszehasonlitva meghataozhatjuk, hogy melyik a nagyobb az ellenfél kilonb6zé kevert
stratégiai esetén. Es az a kevert stratégia par, ami kdlcsdndsen legjobb valaszokat ad,
egyensuly lesz.

Chicken:
Colin
1-q q
C1 c2
- R
Rose 1-0 R1 2,2)| (0,3)
p 130 (-1,-1)
Kifizetés fuggvények:

Up(R, p)=2(1=¢)+0-g=2-2-q , U,(R,q)=0-(1-¢)=3-g=3~4¢
Uc(Cy p)=2-(1=p)+0-p=2-2-p | U.(C, p)=3-(1-p)=1-p=3—4-p



Mivel a jaték jatékos szimmetrikus, a kifizetésfliggvények ugyanolyan alakuak (és a
legjobb valasz fliggvények is azok lesznek). Adott jatékos két fliggvénye akkor egyenld, ha
az argumentuma 1/2. Ekkor mindegy, hogy milyen stratégiat valasztunk. Ez alapjan a
legjobb vilaasz figgvény:

(1] ,ha g<1/2
Rp(q)={[0,1] ,ha g=1/2
[0} ,ha g<1/2

Colin legjobb valasz flggvénye ugyanilyen alaku. Grafikusan abrazolva ezeket a
halamzokaz a p-q sikon gorbéket kapunk, amik metszetei jelentik az egyensulyi pontokat:

0.6 - n

0.2 - n

Ezen az abran is latszik, és be is lathato, hogy az (1/2, 1/2), (1,0) és (0,1) pontok Nash-
egyensulyok.

A masik két jaték gondolatmenete is elég hasonld, ezért nem részletezem, csak az
eddigiektél eltérd dolgokat.



Stag Hunt

Colin
1-q q
SC HC

10 S| 22) | (2,1
p Hel(1-2)] 1,-1)

Rose

Up(Sg.q)=2(1-q)+2:q=2-4-q | Uy(H, q)=1-(1-q)=2-g=1-2+¢
Uc(Se, p)=2-(1=p)+2-p=2—4-p | U.(H_, p)=1-(1-p)=-2-p=1-2-p
[0} ,ha g<1/2

Ri(q)={[0,1] ,ha ¢g=1/2

(1) ,ha g<1/2

Ez eléggé hasonlit azel6z6 esetre, csak a (0,1) és (1,0) pontok helyett a (0,0) és (1,1),
vagyis a diagonalis tiszta stratégiak lesznek egyensulyok. Az (1/2, 1/2) megmarad itt is.

Prisoner's Dilemma

Colin
1-q q
CC DD

10 G| (1,1) | (2,2)
p Bel@-2)](1,-1)

Rose

Up(Cr.q)=1-(1-q)=2-g=1-3-q | U(Dy q)=2-(1-q)—1-g=2-3-¢q
UcCe,p)=1-(1=p)=2-p=1-3-p |, U.(D.,p)=2:(1-p)=1-p=2-3-p

Mivel a két flggvény meredeksége megegyezik, mindkét jatékosnak a D stratégiat adja a

legjobb valasz fuUggvény. Ez azt jelenti, hogy a (Dr, Do) tiszta stratégiapar egyensuy lesz,
ezen kivul nem lesz egyensuly a jatékban.



4. Two General Formulae for Zero-Sums

(a) 2 x 2-es zérus Osszegl jatékot tekintlink, aminek nincsen nyeregpontja, azaz nincsen

tiszta stratégias Nash-egyensuly. Feladatunk kiszamolni a kevert stratégias egyensulyt és

a jaték értékét.

a b
d

valoszinliséggel jatssza. Tételezzuk fel, hogy a matrix invertalhatd, azaz determinansa

nem tinik el:  det 4#0=3 4"

A jaték matrixa:

) . Jeldlés: a sorjatékos a fols6 sort p, az alsét 1-p

Felirhatjuk az oszlopjatékos bevételét. Ha egyensulyban vagyunk, ennek meg kell
egyeznie a két tiszta stratégiara:

pa+(l1=plc = pb+(1-p)d

pa+c—pc = pb+d—pd
(a+d —b—c)p = d—c
_ d—c

P a+d—b—c

Iy

Hasonl6 gondolatmenettel kaphatjuk meg az oszlopjatékos kevert sratégigjat is:
_ d-b « . . T
9= Td—b—c ahol g az els6 oszlop valasztasanak valdszinlsége.

A jatéek v értéeke pedig az az érték, amit mindketten kapnak kifizetésként az
egyensulyban. Ez a varhatd érték, ahova egyszerlien behelyettesitjlk valamelyik fent
kapott valésziniséget:

v=pa+(1—p)c= (d—c)a fo+ (c=d)c :da—ca+ac+dc—cz—bc+cz—cd
g P avd=c=b" " ard=c-b a+d—c—b

_ da—bc :detA
at+td—b—c a+d—-b—c

(b) Most azt kell bizonyitanunk, hogy v=1/(e’ 4'e) , ahol e = (1,1). Ellenérzéssel
. . - 1 | d —b . - L
A'=——
belathatd, hogy detdl—c a ] valamint hogy egy matrixot a fenti mddon
"szendvicselve" ezzel a vektorral nem mast kapunk, mint az elemeinek 0sszegét. Ezek
alapjan:

(e"47'e) ' =(det A)(d+a—b—c)" ,

ez pedig megegyezik v fent kiszamolt értékével, azaz az allitast bebizonyitottuk.



5. Equilibrium for a 2 x 3 Game

A kodvetkezb 2 x 3-as jatékra szeretnénk kiszamolni a kevert stratégias egyensulyt:

Colin
Q9 49, g
L M R

T|(7,2)| (2,7) | (3,6)
B| (2,7)|(7,2) | (4,5)

Rose

Rose szempontjabol keressuk a kevert stratégiat, amire igaz:

1.0 7q,+2q,+3q;,=2q,+7q,+4q;,
2. q,*tq,tq;=1
3. ¢=0VYi

Teljesen kevert stratégiara ilyen nem létezik. Valamelyik valészinlséget 0-nak kell
valasztanunk, hogy teljesiteni tudjuk a feltételeket:
Példaul legyen g1 = 0. Ekkor:

1.: 2q2+3Q3:7Q2+4QS
2.0 q,+q,=1
3. ¢=0Vi

Az els6 feltételbdl az jon ki, hogy g.-nek és gs-nak kulonbozd eldjeliinek kellene lennie,
az pedig a harmadik feltételnek ellentmond, tehat ez sem jé megoldas.

Latszik, hogy az elsé kett6 (L és M) stratégiak elég szimmetrikusak. Prébaljuk ez alapjan
eldobni R-t, azaz valasszuk most gs-at 0-nak!

1. 7(]1+292:2q1+7(b
2. q,+q,=1
3. ¢=0Vi

Az elsé feltételbdl trividlisan latszik, hogy p: = p., @ masodikbdl pedig, hogy mindkettd
megegyezik 1/2-del. Konnyen belathatd, hogy ekkor Rose-nak is megéri az 1/2, 1/2 kevert
stratégiat valasztania, ugyanis ekkor fog megegyezni a két kifizetése, ez tehat a jaték
egyensulya kevert stratégiakra.



