1. Rational Players and Games

0 Osszegl jatékoknal a jeldlés szerint a sorjatékos maximalizalni, az oszlopjatékos
minimalizalni akar. A |épések szobeli részletezése nélkul a jatékok matrixait kdzlom a
kovetkezd jelolésekkel: az eredeti matrixbdl indulok ki, és szurkével jelolom a (gyengén,
vagy er6sen) dominalt stratégiakat. A jeldlés egyszerlsitése miatt nem jeldltem, hogy
melyik a dominal¢ stratégia, de viszonylag egyszeri emgtalalni. A kvetkez6 lépésben mar
az el6bb eliminalt stratégia nélkul kozlom a matrixot, és megint szurkével jelolom az
eliminalhatét. Ez megy addig, amig lehet eliminalni stratégiakat. Ezutan a biztonsagi
stratégiakat hataroztam meg a kovetkez6 mddon: a sorok végére kiirtam az adott sor
minimumat, az oszlopok aljara pedig az oszlop maximumat. Ezutan a jobb als6 sarokba a
macimumok minimumat és a minimumok maximumat. Ha a kett6 megegyezik, az a jaték
ertéke, és létezik egyensuly tiszta stratégiakkal. Ha kulonboznek, csak kevert stratégiak
felhasznalasaval lehet egyensuly, de ezek kiszamolasa nem feladatunk most.

Az elsé jaték:
A/B|C|/D|E C/DE c/lD E C E
Al1[1]1]2]2 Al1]2]2 Al112 2 Al1]2 1
B/2[1/1][1]2 Bl1[1]2 DI2[1/0 D|[2/0 O
cil212 111 cl1/1]1 2 2 2/1
D22 2/1|0 D210

Az 5 x 6-os jatékot harom lépésben leredukaltuk 2 x 2-esre. A redukalt jatékban a
sorjatékos biztonsagi stratégiaja A, mig az oszlopjatékosé C és E egyarant. Viszont a
MiNsorMaXosziop NEM egyezik meg a maXeszopMinso-ral, igy a jatéknak nincs értéke, tiszta
stratégiaknal nincs egyensuly.

Masodik jaték:

A/B|C|D B|C
A3 6|2 4 Al 6/2 -6
B/l2 1/0|1 B/1/0 O
C 4 354 C/3/-6 5

3 2 2/5

Csak egy redukcios lépésunk lehet, utana uyganugy nincsen egyensulyi tiszta
stratégiapar.

Harmadik jaték:

Al B |C A|B|C Al C A C | A
A[(1,00/(64) (09 Al (1,0)](®6,4)] (09 A (1,0)] (0,9) B|(3.7)| (40 B|(37)
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4 lépésben a stratégiak eliminalasaval eljutottunk egy adott stratégiaparhoz, ami
egyensuly lesz, biztonsagi stratégiak hasznalata nélkul.



Negyedik jaték:

AlB|[C|D AlB[C|D B B
A[3]2[4]2 A[3]2]4]2 A2 A2
B/|3/1/3/9 B|3/1/3]9 B| 1
cl2|2]2]2

Az el6z6 esethez hasonldan tisztan eliminalassal eljutottunk az egyensulyhoz.

Otodik és hatodik jaték:

A B |C A B C
A -2/0|4 -2 A 4,3 8 3
B 2,13 1 B 9 5|1 1
c 3|12 -2 c 2,7/ 6 2
3 1 4 11 9 7 8 3/7

Egyik jatékban sem tudunk eliminalni, igy csak a biztonsagi stratégiakat hatarozhatjuk
meg a szokasos modon. Az elsé esetbn a (B,B) par egyensulyhoz vezet, a jaték értéke 1.
A masodik esetben nincs egyensuly, csak kevert stratégiak hasznalataval.

Fontos megjegyezni, hogy csak a fenti |épéseket tudtuk megtenni, azaz a stratégiakat
nem lehetett mas sorrendben eliminalni, igy a kapott eredmények egyértelmuek.

2. 3 szereplds fogoly dilemma

A jatékos-szimmetria bizonyitasahoz elég belatni, hogy két jatékospar felcserélhetd. Ez
akkor igaz, ha a matrixokat transzponalva, és a két jatékos kifizetését felcserélve ugyanazt
a matrixot kapjuk. EI6szor a Rose-Colin csere (Larry kifizetései nélkil):

Larry C Larry D

Colin Colin

C D C D
cl (1,1)](0,3) C| (0,0) | (-2,2)
Rose b 13.0)| (22) Rose 515 o) (1.-1)

Atalakitva Rose-Larry parosra értelmeszer(ien, ezuttal (R,L) kifizetésekkel:

Colin C Colin D

Larry Larry

c| D c D
Cc | (1,1)](0,3) C| (0,0) | (22
Rose “513.0)[ (2.2 Rose Bl 22)| (11

Lathatd, hogy mindegyik matrixra igazak a fent leirtak, igy a R-C és a R-L cserére is
szimmetrikus a jaték, azaz a C-L-re is, mert az elallithato az elébbi kett6bdl.

Raciondlis jatékosok eliminalnak a C stratégiat, igy a (D,D,D) stratégiaharmas jonne
létre, mikézben a (C,C,C) mindenkinek jobb lenne, de az nem egyensuly.

A jaték a fogoly dilemma haromszemélyes valtozata.



3. Computing Security Strategies for Small Games

(a) A matrixnak akkor és csak akkor van nyeregpontja, ha a sorok minimumelemeinek
maximuma megegyezik az oszlopok maximumainak minimumaval.
Vegyuk el6szor azt az esetet, ahol a két legnagyobb elem atlésan ellentétes oldalon van:
a,d>b,c

[ORNeRE]
o |Q|T
(9]

A mar megszokott médon kiirtam jobbra a minimumokat, alulra a maximumokat. Mar
most latszik, hogy nem lehet a minimumok maximuma és a maximumok minimuma
egyenl6, mert nem szerepel kétszer ugyanaz a szam a kulonbozé helyeken.
min{a,d }|#max|c,b}

Vegyuk most azt az esetet, ahol a két legnagyobb elem egy sorban (vagy egy oszlopban
van: a,b>c,d

b | min{a,b}
d | min{c,d}
b

[V NeNE]

Itt a kett6 mindenképpen meg fog egyezni, hiszen a minimumok maximuma
mindenképpen min{a,b| , a maximumok minimuma pedig latszik, hogy szintén

min{a,b} . A kettd ugyanaz, tehat az ilyen 2 x 2-es matrixnak mindig van nyeregpontja.
A tobbi eset megkaphat6 ezek atrendezésével.

(b) A kifizetésfuggvény (a sorjatékosra) a kevert stratégiak szerinti varhaté értékként all
el6:

Ulx,y) = (1=x)(1=y)+3(1—x) y+4x(1—y)+2xy
=  l—x—y+xy+3y—3xy+4x—4xy+2xy
= —4xy+3x+2y+1

Olyan pontokat keresunk, ahol az els6é derivalt 0. Ennek a flggvénynek a derivaltja
(gradiense) egy vektor, amit egyszer( derivalassal meghatarozhatunk:

—4x+2 0
. , 1
Ez egy egyenletrendszer, aminek megoldasa: yZ% 5
U madosik derivaltja martix (megintcsak nem nehéz megkapni):

ol

és x=

-4 0
Ez konstans, ami nem meglepd, mivel az eredeti fUggvénylnk x-ben és y-ban is linearis

volt. Be kell latnunk, hogy ez az (?;; pontban (igazabdl mindenhol) negativ definit,



mert ekkor igaz, hogy az adott pont nyeregpont. Ez 2 x 2-es matrixokra akkor igaz, ha
determinansuk negativ (mert ekkor eltér a két sajatérték elbjele). A fenti matrix
determinansardl hosszas szamitasko elvégzése utan kiderul, hogy -16, ami negativ, igy a
kérdéses pont nyeregpont. Tehat a minimax kevert stratégiak esetén a fenti szamok
egyensulyt eredményeznek.

(c) Az sorjatékos kifizetéseinek varhato értékei az ellenfél négyféle tiszta stratégiajara:
2p+4(1—p)=—2p+4
3p+(1—p)=2p+1
p+6(1—p)=—5p+6
5p
Ezeket a flggvényeket abrazoltam a [0:1] intervallumon. A sorjatékos biztonsagi
stratégiat szeretne felépiteni, vagyis feltételezi, hogy minden p-jére a neki legrosszabb
valasz fog érkezni, vagyis a linearis fuggvények alsé burkoléjat kell tekinteni, és ezek

maximumat venni. Ezt bejeldltem a grafikonon egy piros kereszttel. Az ehhez tartozé
stratégia lesz a sorjatékos biztonsagi stratégiaja. Az abra:

_2p+4 _
2p+1
-5p+a

5p ———

p

Latszik az is, hogy a piros vonal nem jarul hozza a burkoléhoz, azaz nem racionalialhato
egyetlen kevert stratégiara sem: dominalt stratégia. Nem létezik olyan p, amire legjobb
valasz lenne.



Jaték a tenger ellen: az 6cean p valdszinlséggel aramlik, (1-p) valészinliséggel nem. Az
oran vett matrix alapjan p flggvényében a halaszok kifizetése a kulonbozé tiszta
stratégiaikra p fuggvényében:

23 T T T
17.3p+11.5(1-p) —
-4.4p+20.6(1-p)
20 5.2p+17(1-p) — |
13 \ :
= ol i
= 10
5F =
0r _
5 I I I I
] 0.2 0.4 0.o 0.8 1

p

Itt a felsd burkolot kell nézni, mert (ha jatékosnak teklintjuk), az 6cean "allitja be" a kevert
stratégiat, igy 6 a maximumokat minimalizédlja. Ebb&l az jon ki, hogy kb. 40%
valoszinliséggel fog aramlani.



6. Peloponésszoszi haboru

Az athéniak Iényegében az mondtak a mélosziaknak, hogy gyengék lévén csak azt
tudjak elérni, amit az er6sek nem evszenk el t6luk, és ezt proalhatjak maximalizalni.
Vagyis a gy6ztes fél nem nulldzza le teljesen a vesztest, és a vesztes kdzdhet redlis
celokeért. Ez megfelel annak, hogy szigoruan versengd jatéknal (mint a haboru) a kevert
stratégiakkal a jatékosok prébaljak maximalizalni a kifizetéseiket, és az egyensulyban
mindenkinek jut valami. Az athéniak azt javasoltak, hogy a mélosiak ezért kuzdjenek, ne
pedig a gyb6zelemért, mert azt ugysem kaphatjak meg.

7. Monty Hall, Duel, Russian Roulette, End Game in Poker

Az els6 feladathoz teljesen hasonléan az eliminalasok az emlitett jatékokban:

Monty Hall:
13 1] 3
(Sw,Sw) | 2/3 | 2/3 (Sw,Sw) | 2/3| 213
(Sw,St) [2/3[1/3
(StSw) [1/3]2/3
(stst) [1/3]1/3

Alice-nak csak az (Sw,Sw) stratégiaja marad, mert az dominal mindent. Monty Hall
ezutan indifferens a fennmaradé stratégiai kozott.

Duel:
F WF ww
F (0,1) 0,1) (0,1)
WF | (16/25, 9/25) | (10/25, 15/25) | (10/25, 15/25)
WWF | (16/25, 9/25) | (4/25, 21/25) | (20/25, 5/25)
WWW | (16/25, 9/25) | (4/25, 21/25) 0,1)
F WF Www
WF | (16/25, 9/25) | (10/25, 15/25) | (10/25, 15/25)

WWF

(16125, 9/25)

(4125, 21/25)

(20/25, 5/25)

www

(16/25, 9/25)

(4/25, 21/25)

©.1)

WF ww WF ww
WF | (10/25, 15/25) | (10/25, 15/25) WF | (10/25, 15/25) | (10/25, 15/25)
WWF | (4/25, 21/25) | (20/25, 5/25) WWF | (4/25, 21/25) | (20/25, 5/25)
WWW | (4/25, 21/25) 0,1)

WF | WF
WF | (10/25, 15/25) WF | (10/25, 15/25)
WWF | (4/25, 21/25)

A stratégiak (egyeértelm(i!) eliminalasa utan egy darab stratégiapar marad az oroszok
parbajaban.



Russian Roulette

a=025b=0,55

DDD ADD AAD AAA

DDD| 0,25 1,00 | 0,25 1,00| 0,25 1,00|0,25 1,00
ADD| 0,83 0,63 0,33 0,83|0,33 0,83 |0,33 0,83
AAD | 0,83 0,63 | 0,67 0,61|0,42 0,67 0,42 0,67
AAA| 0,83 0,63 |0,67 0,61|0,50 0,59 0,50 0,50

DDD | ADD AAD AAA
AAA| 0,83 0,63|0,67 0,61]0,50 059|050 0,50

) DDD
AAA| 0,83 0,63

Itt az eliminalas sorrendje mehetne masképpen is, de az eredmény egyeértelma.

a=025b=0.25

DDD ADD AAD AAA

DDD | 0,25 1,00 | 0,25 1,00 | 0,25 1,00 | 0,25 1,00
ADD | 0,83 0,38 0,33 0,83 | 0,33 0,83| 0,33 0,83
AAD 0,83 0,38 0,67 0,46 0,42 0,67 |0,42 0,67
AAA | 0,83 0,38 0,67 0,46 | 0,50 0,54 | 0,50 0,50

AAD

DDD | 0,25 1,00
ADD | 0,33 0,83
AAD | 0,42 0,67
AAA | 0,50 0,54

| AAD
AAA | 0,50 0,54

Itt is kétféle sorrendben lehet eliminalni a stratégiakat, de megintcsak ugyanaz az
eredmény, ami mellesleg kulonbozik az el6z6 esettdl.



End Game in Poker

b f
(b,b) |-3/2| 1
(b,c)| 0 |-1/2
(c,b)| 2 | 1
(c,c) | -1/2 | -1/2

b | f
(b,b) | -312| 1
(b,c)| 0 |-1/2

A sorjatékos c-vel kezdddd stratégiai dominaltak. Ez azt jelenti, hogy nyer6 lap esetén
megéri tétet tenni. A fennmaraddé 2 x 2-es matrix mar nem egyszerisithet. Kénnyen
belathato, hogy egyensuly csak kevert stratégiak esetén lehet. Ez azt jelenti, hogy a
pokerben megéri kiszamithatatlanul jatszani, megéri bl6ffolni.



