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Az el6adas soran betekintést nyerhettiink a jatékelméletbe, és megismertiik annak
matematikai alapjait. A jatékelméletnek sok aga van, és sok ismeretterjeszt6 irodalom,
eloadas, stb. csak egy-egy agaval foglalkozik, példaul kozkedvelt téma az evollcios
jatékelmélet, am nem részletezik, hogy konkrétan mi ez az ag, esetleg az sem vilagos,
hogy egy specialis teriilettel van dolgunk. Az el6adason altalanosan foglalkoztunk a
jatékelmélet alapjaival, és megtanultuk, hogy hogyan kell megfogalmazni a problémakat
precizen a matematika nyelvén. Betekintést nyertlink par szoban a tudomanyterilet
kezdeti torténetébe is.

Az els6 ismert jatékelméletinek nevezhet6 leirast a Talmudban talaltak meg, ami egy
zsido torvénygyljtemény Kr.u. néhany szaz évvel. Ebben javaslatok vannak azzal
kapcsolatban, hogy hogyan osszuk el az orokséget, amik a mai jatékelmélet
szempontjabol megvizsgalva korrekt és optimalis otletek. Ez azonban valdszin(ileg
intuicio, vagy tapasztalat alapjan lett megfogalmazva, igy nem tekinthetjiik a tudomany
irodalmanak.

James Waldegrave egy 1713-as levelében taglal egy stratégiat egy kartyajatékrol, de a
jatékelmélet igazi megjelenésének datumat 1944-re szoktak tenni, amikor Neumann
Janos és Oskar Morgenstern kiadtak "Theory of Games and Economic Behavior" cimi
cikkilket, ugyanis a jatékelmélet innentol kezdve valt a matematika agava, aktiv
kutatasi teriiletté. Azota tobb (kdzgazdasagi) Nobel-dij sziiletett beléle, fontos példaul
John Nash-é 1994-ben, amit részben a magyar Harsanyi Janossal megosztva kapott.

Habar a jatékelméletet leginkabb a matematika aganak tekintjiik, a komplex
rendszerek kutatasahoz, halézatkutatashoz hasonldéan inkabb egy fliggetlen dolog, ami
alkalmazhato rengeteg teriileten, példaul a kozgazdasagtanban, a bioldgiaban,
politikaban. Erdsségét pont ez adja, valamint az, hogy a fizika legtobb teriiletével
ellentétben nem "szétszedett" rendszereket vizsgal, és nem egy szereplét tekint egy fix
kornyezetben, hanem figyelembe veszi a kornyezet reakcidit, parhuzamos
optimalizaciot, versenyt, és ez elengedhetetlen a fent emlitett teriileteken.

A matematika legtobb agaval ellentétben a jatékelmélet miivelése soran olyan
matematikai kornyezetet kell megalkotnunk, ami szorosan illeszkedik valamilyen konkrét

valés problémahoz. Modellt kell alkotnunk. A modell fiigg attél, hogy milyen jellegi



jatékrol van szo6: hany jatékos jatssza, parhuzamosan, vagy egymas utan lépnek, a jaték
egyszeri, vagy pedig ismétlod6, a jatékosok egymas ellen jatszanak, vagy pedig
Osszejatszanak, van-e szerepe a véletlennek, valamint a jatékosok mennyit tudnak a
jatékrol.

Mivel a modell a valosagnak egy leegyszer(sitett, idealizalt leképezése, ezért van
értelme feltenniink a kérdést, hogy jogosan vonunk-e le kovetkeztetéseket a modell a
alapjan a valdésagra vonatkozoélag, masképp mondva, érvényes-e a modell, és ha igen,
milyen esetekben?

Az Ugynevezett "kis vilag" elv mondja ki, hogy harom kritériumnak kell teljesiilnie, hogy
a jatékelméleti modelliink értelmes legyen: a jatéknak aranylag egyszerinek kell lennie,
a jatékosoknak legyen motivacidja "jol" jatszani, és a jatékosok valamilyen szempontbol
legyenek jok. Ahol ezek teljesiilnek, abban a "kis vilagban" érvényesek lesznek a
kovetkeztetéseink. Tipikus példa erre egy tarsasjaték vilaga: a valo életnél joval
egyszerlbb, letisztult és jol definialt problémakkal talalkozunk. A bonyolult val6 életben
mar nehezebb ilyen tiszta, egyszer( "kis vilagokat" elkiloniteni, bar a masodik kettd
kritérium Aaltaldban teljesiil: csak a jaték Osszetettségével van gond. Am ha nem
érvényes a modelliink, a jatékelmélet akkor is segit jobban megismerni, elemezni a
problémat.

Ha tudunk modellt alkotni, és érvényes is, akkor hogyan fogjunk hozza? ElGszor a jaték
stratégiai formajat vettiik: ot axiomat allitottunk. Az els6ben indexeltiik a jatékosokat,
a masodikban halmazba szedtilkk a cselekvéseiket, és definialtuk a lehetséges
kimeneteleket, amik a jatékosok cselekvésterein értelmezett Descartes szorzat volt. A
harmadikban bevezettiink preferenciarelaciokat, amiket a kimeneteleken értelmeztiink:
ki mit szeret jobban. Ez sokszor jol meghatarozhatd a matematikan kiviili témakbol, de
a matematika ezt axiomanak latja. A preferenciarelacidkat gyakran tudjuk reprezentalni
a cselekvéstéren értelmezett fiiggvényekkel. Feltettiik, hogy a jatékosok racionalisak, és
ez koztudott. Es végiil feltettiik, hogy mindenki mindent tud a jatékrol.

Jo példa erre az oltozkodés az idGjaras "ellen": két szerepld van: én, és az id6jaras. Az
én cselekvéseim: V, mint viszek kabatot, vagy N, mint nem viszek, az id6jaras
cselekvései pedig: J, mint jo id6 lesz, vagy R, mint rossz id6 lesz. A preferenciam:
J,N)>(J,V)>(R,V)>(R,N), az idéjarasrol pedig feltételezziik, hogy épp forditva preferalja
a kimeneteleket. Hogyan modellezzilk a racionalitast? A kimenetelekhez szamokat
rendeliink a von Neumann-Morgenstern hasznossagi fliggvény alapjan. A jatékosok célja a
haszon, vagy kifizetés maximalizalasa. Ha a véletlen is szerepet jatszik, vagy kevert

stratégiat hasznalnak a jatékosok (vagyis a tiszta stratégiaikat bizonyos valoszinlséggel



varialjak), akkor a jatékosok célja a kifizetések varhato értékének maximalizalasa.

Most, hogy sikeresen modelleztiik a jatékokat, mar megkérdezhetjiik, hogy mi torténik,
ha a jaték elkezd "jatszddni". Van-e valamilyen egyensulyi allapot?

Nem feltétlen létezik, de sok esetben igen. Példaként vettiink egy korai jatékot:

Cournot piac jatékat 1838-bol. Ez jozan ésszel megoldhatd. Kétszereplds jaték, amiben

mindkeét jatékos egy cég, akik ugyanazt a termeket aruljak. Ha q, és g, az altaluk

termelt mennyiség, p a termék ara, akkor g, + g, + p = M, ami allandé. Az eléallitasi

koltség rogzitett, a profit a bevétel (eladott mennyiség szorozva az arral) és a kiadas
(eladott mennyiség szorozva az elBallitasi koltséggel). Mindketten ezt probaljak
maximalizalni. Egymas utan szimultan hozzak meg a dontéseiket. Felrajzolhatunk egy
allapotabrat, ahol a két tengely a két jatékos altal termelt mennyiség. Hogyha
feltesszikk, hogy mindketten a masik el6z6 |épésére optimalizalnak, akkor az
allapotabran a jaték allapota konvergalni fog egy bizonyos ponthoz. Ez a pont a két
legjobb valasz fliggvény metszéspontja. Ez logikus is, mert ebben az allapotban
egyikiiknek sem érdemes valtoztatni. Ez az egyensulyi allapot, amit igy két szerepld
esetén abrazolni is tudunk.

Véges cselekvéstér esetén Nash-egyensuly létezhet. Stratégiai formaban nem biztos,
hogy van.

Idealis jatékosok, ha ki tudjak szamolni az egyensulyi allapotot, rogton oda ugranak.
Idealis jatékosok ki tudjak szamolni az egyensulyi allapotot, ha létezik. Ez a stratégia
értelmes és jo, feltéve, ha mindenki az egyensUlyba ugrik. Ha minden jatékos idealis,
akkor feltételezhetjiik a tobbiekrdl is, hogy ugyanazt csinaljak, mint mi. A gond csak az,
hogy nem biztos, hogy csak egy egyensuly van. El6fordulhat tébb egyensulyi allapot (ami
ugye csak annyit jelent, hogy senkinek nem éri meg valtoztatni). De egyensUlyok kozott
is lehet kilonbség, lehet, hogy valamelyik racionalisabb a masiknal: mindenkinek jobban
(vagyis nem kevésbé) megéri az egyik egyensuly, mint egy masik. Még mindig eldallhat
olyan helyzet, ahol tdbb egyensily "holtversenyben" a legjobb. Am sok esetben ezek csak
azért egyenértéklek, mert a modell tul sok egyszerlsitést tartalmaz: ha a valds
szituaciot ismerjiik, mar lehet, hogy van ésszer(i valasztas.

A Nash-egyensuly(oka)t a kovetkezoképpen lehet megtalalni: minden jatékosnak
kiszamitjuk a legjobb (pontosabban nem rosszabb) valasz fiiggvényét az osszes ellenfél
altal kialakitott stratégiaprofilra (ezt kontinuum esetben, pl. a mar emlitett Cournot
jatékban derivalassal hatarozhatjuk meg). Ez kimenetelek halmaza lesz minden

jatékosra. A Nash egyensUlyok azok, amik az Osszes jatékos halmazaban benne vannak,



vagyis a metszet. Kevert stratégiak esetén a kifizetések varhaté értékeit kell venniink,
és ha ezzel szamolunk, akkor is Nash-egyensulyokat kapunk. Elméletileg mindig ki lehet
ezeket szamolni, bar lehet, hogy nem "hatékonyan", azaz csak "nagyon sok id6 alatt"
tudnank kiszamolni, ami a gyakorlatban inkabb azt jelenti, hogy nem tudjuk.

Ahhoz, hogy érdemes legyen az egyensulyba ugrani, tudnunk kell a tobbi jatékosrol,
hogy tokéletesek. Tudnunk kell még, hogy 6k is tudjak, hogy tokéletes a tobbi jatékos,
és hogy ezt tudjak. Stb, stb, ha ezt a folyamatot a végtelenségig folytatjuk, akkor ezt a
tudast nevezziik "koztudasnak" (common knowledge).

Eddig a jatékok stratégiai formajaval foglalkoztunk, ami a jatékok egyik alapvet6
modellezése. Létezik egy masik modell is: az extenziv forma. Ebben a jatékosok,
valamint a koztudas modellje ugyanaz, mint a stratégiai formaban. A kiilonbség az, hogy
a jatékot egy fa graffal reprezentaljuk, aminek minden csicsa valamelyik jatékos
dontési helyzete, az élei pedig a jatékos egy-egy dontése. A jatékfa pontos matematikai
definiciojat mell6zném. Be kell vezetniink a jatékos fliggvényt, ami minden ponthoz
hozzarendeli azt a jatékost, akinek abban a pontban lépnie kell. Torténelemnek
nevezzilkk az élek egy meghatarozott sorozatat: ez a jaték egy lefolyasa. A graf
végpontjai a kimenetelek, a preferenciak (vagy a von Neumann-Morgenstern hasznossagi
fuggvények) ezeken a pontokon vannak értelmezve. Ha a jatékosok szimultan lépnek, az
extenziv formaban akkor is egymas utani lépésekkel reprezentaljuk, csak bevezetjik az
informacios halmaz fogalmat: ez olyan pontok halmaza, amikhez ugyanazt a jatékost
rendeli a jatékosfiiggvény, és a jatékos nem tudja, hogy az adott pontok koziil melyiken
van. Szilkséges, hogy a halmazon beliili pontokbol ugyanolyan élek induljanak ki, mivel
ha kiilonbozbéek lennének a jatékos cselekvési lehetdségei, mar kiilonbséget tudna tenni
a pontok kozott. A szerencsét egy Uj jatékosként reprezentaljuk, aki kiilonbozoé (épéseit
bizonyos valoszinliségekkel teszi meg. Ekkor, mint a kevert stratégianal a kimeneteleken
egy valdszinlségi eloszlasfliggvény jelenik meg, és a racionalis jatékosok szamara
értelmes torekvés a kifizetések varhato értékének maximalizalasa. Egy jatékot
legtobbszor tobbféleképpen is reprezentalhatunk extenziv formaban.

Vajon mi torténik, ha a jatékosok elkezdik jatszani az extenziv jatékot? Hogyan fog
alakulni a jaték kimenetele? Lesz-e itt is egyensuly? Mivel a kettd lehet reprezentacidja
ugyanannak a jatéknak, azt varjuk, hogy valami hasonld kévetkeztetést tudjunk levonni.
A teljes informacios jatékok esetében (vagyis amikor a jatékosok racionalisak és
intelligensek, vagyis tokéletesek, valamint minden koztudott) kétféle modszerrel
hatarozhatjuk meg az egyensuly(oka)t: az els6 moddszer Cournot modszere, a mar

megismert kolcsonos legjobb valaszok modszere, a masik Stackelberg modszere, a



"visszafele indukcid".

A visszafele indukcido megismeréséhez tisztazni kell néhany fogalmat (a helyhiany, és az
esszéforma miatt a matematikai definiciokat megint csak mellézve). A részjaték a jaték
iranyitott fagrafjanak egy részgrafja, vagyis egy adott nodusbol kiindulo részfa. Vagyis
minden ponthoz tartozik egy részjaték. A kezd6ponthoz tartozé részjaték maga az
eredeti jaték, a végpontokhoz tartozo részjatékok esetében pedig a torténelmek, a
cselekvéstér lreshalmaz, csak az adott kimenetel maga a részjaték. Masképp mondva
egy részjaték egy mar elkezdett jaték folytatasa. A részjaték tokéletes egyensuly azt
jelenti, hogy egy adott részjatékot jatszva a jatékosok a részjaték Nash-egyensulyaba
érkeznek, akkor a teljes jatéknak egy tokéletes részjaték egyensulyat jatszottak meg.
Véges jatéknak a véges sok pontbdl allo graffal reprezentalhato6 jatékot nevezziik. Véges
horizont( jaték olyan jaték, amiben minden lehetséges torténelem véges. Véges jaték
mindenképpen véges horizontu, de véges horizontl jaték nem feltétlen véges: egy jaték
példaul nem az, ha egy pontbol végtelen él indul ki. Bizonyithato, hogy véges tokéletes
informacios jatéknak mindig létezik részjaték tokéletes egyensulya.

A visszafele indukcio soran, mint a neve is mutatja, az utolsd dontési pontokbol kell
kiindulni: megjeloljik az adott helyen dontd jatékos szamara azt az Utvonalat, ami a
legtobb kifizetést garantald végpontba vezet. Az adott ponthoz hozzarendeljiik az igy
kapott végpontot, a kifizetésekkel egyiitt (vagyis a lépést garantaltnak vessziik). Ezek
utan egy éllel "feljebb megylink”, és az eljarast megismételjiik ezekkel a pontokkal is.
Megtehetjiik, hiszen ezek mar olyan pontokba vezetnek, amikhez egyértelmi
kimeneteleket rendeltiink hozza. Az eljarast folytathatjuk egészen addig, amig elériink a
kezd6pontba. Ha befejeztiik, akkor minden pontbol egy torténelem fog kiindulni, ami az
adott feltételezések mellett a ponthoz tartozo részjaték lefolyasa, igy a kezdéponthoz is
egyértelmlen tartozni fog egy torténelem egy végponttal egyiitt. Kérdés, hogy a
megtalalt kimenetel egyensuly-e? Bizonyithatd, hogy a kapott kimenetel részjaték
tokéletes egyensuly.

Vajon mi a kapcsolat az extenziv formabdl, és a stratégiai formabdl kapott egyensulyok
kozott? A valasz az, hogy a részjaték tokéletes Nash-egyensulyok részhalmazat alkotjak
az osses Nash-egyensulynak, azaz a visszafele indukcio egyfajta egyensuly finomito
eljaras.

A jaték stratégiai formajaban redundancia van: ami a stratégiai formaban tobb
kilonalldé kimenetelként jelenik meg, az sokszor extenziv formaban ugyanaz a
kimenetel. Lehet azonban redukalni a stratégiai formaban feleslegesen el6forduld

ismétlodéseket. Két stratégiat kimenetel ekvivalensnek neveziink, ha az ellenfelek



rogzitett stratégiaprofilja mellett minden esetben ugyanazokat a kifizetéseket adjak. Az
ilyen stratégiaparokat tudjuk osszevonni.

Felmerilhet a kérdés, hogy vesztiink-e valamilyen értékes informaciot ezen
kimenetelek kidobasaval? Vesztiink Nash-egyensilyt. Am ez azért nem baj, mert az
osszevont stratégiak egymassal ekvivalensek, amikhez tartozd Nash-egyensllyok egy
ekvivalencihalmazba sorolhatok, igy a redukcio utan minden ilyen ekvivalenciahalmazbol
marad egy-egy "képvisel6" Nash-egyenuly, vagyis stratégiailag nem sériil a szituacio.

A visszafele indukcio altal kapott egyensulyi kimenetel megjelenik a stratégiai
formaban is, de semmivel nem tinik ki a tobbi egyensuly kozil. Van azonban mod arra
is, hogy stratégiai formaban is megtalaljuk ugyanezt az egyensulyt. Mas szavakkal
mondva van olyan modszer, ami a stratégiai formaban megfelel a visszafele indukcidnak,
és ugyanazt a kimenetelt adja eredményiil. Ez a dominalt stratégiak fokozatos
eliminalasa meghatarozott sorrendben. A modszer lényege ez: elindulunk egy egyik
jatékostol. Ha ennek van olyan stratégiaparja, hogy az egyik stratégia barmely
"ellenséges" stratégiaprofilra jobb kifizetést ad, mint a masik, akkor ez a stratégia
szigortan dominalja a masikat. A dominalt stratégiat elvetjik. Ezutan a masik jatékosra
tesszilk ugyanezt, csak a mar megmaradt kimeneteleket vizsgaljuk. Egy id6 utan
megmarad a részjaték tokéletes egyensuly. Ha nem tudunk ilyen szigorian dominalt
parokat talalni, csak dominaltat (vagyis a kifizetéseknél megengedjiik az egyenloséget
is), akkor is végigcsinalhatjuk az eljarast, csak akkor az eredmény nem lenne
egyértelm(, hanem fiiggne az eliminalas sorrendjétol.

Ez lenne réviden osszefoglalva a félév anyaga, matematikai igényesség nélkiil. A félév
soran eszkozt kaptunk az ismeretterjeszté irodalom, valamint hollywoodi benyomasok
szlirésére, és kezelésére. Ami fontosabb, képességet kaptunk a jatékok, ,kis vilagok”
felismerésére a minket koriilvevo vilagban, és szemléletmddot kaptunk az ilyen jellegli

problémak alapszint( atlatasara.



